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Primera parte: Elementos previos

A continuacion se presenta la propuesta de distribucion de las areas para el Décimo afio, que
también sera considerada en la segunda parte de este documento.

Tabla 1. Distribucion de areas Matematicas para Undécimo aifo segun lo
estipulado en los programas de estudio

Nivel Primer Periodo Segundo Periodo Tercer Periodo
Unde_mmo Relaciones y Algebra Estadistica y Prqbabllldad Geometria
ano Geometria
Nota:

» Medidas y Numeros es transversal en el Ciclo diversificado.
Aqui se ofrece un recuento aproximado del nimero de lecciones que supondria en este nivel el

trabajo usando la estrategia sugerida de integracion de habilidades por area mediante proble-
mas.

Tabla 2. Conteo de lecciones por area y periodo en el Undécimo aio

Undécimo aio
Primer Periodo Segundo Periodo Tercer Periodo

Estadistica y Probabilidad

26 ,
. P Geometria
Relaciones y Algebra 12
51 Geometria
20
Suma total de lecciones por periodo
51 46 12
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Segunda parte: Integracién de habilidades
Relaciones y Algebra

Conocimientos Habilidades especificas Indicaciones puntuales

Funciones 1.ldentificar las condiciones A Dada la grafica de una funcién, que cada estudiante grafique

inversas para que una funcion tenga su funcién inversa (si existe), tomando en cuenta que ambas
inversa. son simétricas respecto a la recta con representacion y = x.

* Inversadela
funcion lineal | 2.Relacionar la grafica de
una funcién con la grafica de

su inversa.

3.Determinar intervalos en
los cuales una funcién
representada graficamente
tiene inversa.

Recuadro N° 1

| Nimero sugerido de lecciones: | 7 (Etapa I: 4, Etapa Il: 3) ]

Indicaciones y ejemplos

En vista de que estas tres habilidades hacen referencia al uso y analisis de la representacion grafica de una funcion
(vistas durante el décimo afio), se puede planificar una actividad que permita integrarlas. Por ejemplo: Dadas las
siguientes graficas (pueden ser mas):

9 5
T 1y
8 4|
7] 3]
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2§
5] 1)
4]
X
3 -3-2-11012345
.| ]
-2
1] g
-3
0 X
1 ]lo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 -4 |

a. Grafique para cada uno el conjunto de puntos (y,x) tal que (x,y) € g. Proceda de la misma forma para (x,y) €
f.
b. ¢Las gréficas construidas anteriormente corresponden a una funcion?. Justifique su respuesta

Durante la clausura se puede formalizar la nocién de funcién inversa, qué condiciones debe tener una funciéon para
que tenga inversa y qué caracteristicas presentan ambas si se grafican en un mismo plano cartesiano.

La utilizacion de software de geometria dinamica para restringir dominios puede apoyar bastante este proceso,
graficando la funcién, construyendo los puntos (y,x) y analizando cuando la grafica construida corresponde a una
funcion.

‘ 4 ‘ Relaciones y Algebra
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Funciones
inversas

* Inversadela
funcion lineal

4.Determinar y graficar la
funcion inversa de

f(x) =mx+ b, m#0.

A Se puede plantear un problema en donde se observe la
necesidad de estudiar la inversa de una funcién.

@ Una empresa quiere construir recipientes cilindricos con
volumen V'y altura h conocidos, y quiere saber cual es el radio
de cada recipiente, para poder acomodarlos en cajas. El volu-
men de un cilindro de altura h dada es funcion del radio r del
circulo de la base (o tapa), y estda modelado por la ecuacién
V(r)= nrh.

-t

- =

El problema consiste en expresar r como funcién del volumen V.
En este caso la funcién r(V) es la inversa de la funcion V(r).

@ La temperatura en grados Fahrenheit es funcién de la
temperatura en grados Celsius y estda modelada por la ecuacion

9
F(C)=—C+32. Expresar C como funcion de F.
5

Imagen con derechos adquiridos por el MEP

A Para determinar la inversa de una funcién cuadratica hay que
seleccionar el dominio que garantice la inyectividad, resolver
una ecuacién de segundo grado y seleccionar el signo de
acuerdo al dominio seleccionado.

La funcién f(x) = x’, xER no es inyectiva, pero si conside-

ramos x =0 y el codominio como el ambito, es decir y = 0

entonces f tiene inversa. Su inversa es g(x) = \/; Cada
estudiante podra comprobar esto al hacer la composiciéon

(g0)() =) = =[x =

puesx =0 .

Relaciones y Algebra
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A Al finalizar la actividad, defina el concepto de funcién inversa
tomando como referencia lo desarrollado en la actividad ante-
rior. Al estar utilizando como codominio el ambito de la funcién
entonces la condicién para que f: Dr—=R; tenga inversa es que f
sea inyectiva, es decir,

a,b&D, cona = b entonces f'(a) = f(b).

& Notese la conexion con el area de Geometria.

Recuadro N° 2

| Numero sugerido de lecciones: | 4 (Etapal: 2, Etapa ll: 2) |

Indicaciones y ejemplos

El determinar la inversa de una funcion lineal es una procedimiento instrumental que puede ser comprendido facil-
mente por el estudiante, ademas de que ya tiene experiencia en la elaboracion de graficas para este tipo de funcio-
nes.

Es de vital importancia que se de un cierre de la etapa 1, donde con base en las habilidades precedentes se justifi-
que la existencia de inversa y se formalice el procedimiento para obtenerla algebraicamente.

Funciones 5.Analizar gréfica y algebrai- | A La grafica de la funciébn con criterio dado por
inversas camente la funcion con f . -
criterio dado por f(x)=aNx+b+c se obtiene de la grafica de f (x)= \/;
. Esgg;c;zaram @) =a /x thic mediante transformaciones (traslaciones y homotecias).

Recuadro N° 3

| Nimero sugerido de lecciones: | 4 (Etapa |: 2, Etapa Il: 2) ]

Indicaciones y ejemplos

Esta habilidad se trabaja de forma independiente.

Note que esta funcion no ha sido explicitamente trabajada, conviene encontrar la inversa de\/; y luego trabajar con
traslaciones horizontales, verticales y reflexiones, lo cual es un conocimiento previo del estudiante.

Funciones 6.Analizar grafica, tabular y A Para introducir el tema se sugiere proponer la siguiente
exponenciales algebraicamente las funcio- situacion:
nes exponenciales.
e Lafuncion a' @ Federico hereda @5 000 000. Desea depositar dicho
dinero a plazos en un banco que paga un interés compuesto de
o Ecuaciones un 6% Yy retirarlo hasta dentro de 10 afios como una forma para
exponencia- solventar sus necesidades futuras. Aunque por lo general los
les bancos utilizan plazos anuales y semestrales, Federico quisiera
saber cuanto ganaria al finalizar dicho periodo, si el dinero se
capitalizara diariamente y compararlo con las ganancias obteni-
das si se capitaliza anualmente.

‘ 6 ‘ Relaciones y Algebra
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A Una vez abordado el problema se procede a precisar los
conceptos y caracteristicas de los conceptos concernientes a
una funcién exponencial.

Se puede construir una tabla de valores para hacer una grafica
aproximada de una exponencial especifica, y asi familiarizar al
estudiantado con algunas caracteristicas de estas funciones.

P

i Se recomienda usar calculadora cientifica para realizar los
calculos y software matematico para graficar funciones del tipo

f(x)=a",a>0,a=1
A No es conveniente formalizar el concepto de asintota, sino
tratarlo de manera intuitiva como una recta que se aproxima
arbitrariamente a la grafica de la funcion (ver indicaciones
metodoldgicas).

A E| concepto de infinito no se introduce formalmente en este
nivel educativo, sin embargo para la construccion y el estudio de
graficas se puede expresar de manera intuitiva su sentido.

@ La base mas importante y conveniente para las funciones
exponenciales es el nimero irracional e. El nUmero e es conoci-
do a veces como numero de Euler o constante de Napier, fue
reconocido y utilizado por primera vez por el matematico esco-
cés John Napier, quien introdujo el concepto de logaritmo.

El numero e, al igual que el numero 1, es un numero trascen-
dente, es decir que no puede ser obtenido directamente median-
te la resolucion de una ecuacion algebraica. Su valor exacto no
puede ser expresado como un numero finito de cifras decimales
o con decimales periédicos.
1 n
Los numeros de la forma [1+— | se acercan al numero e
n
cuando n asume valores muy grandes. La siguiente tabla
proporciona una idea de este acercamiento:

1 n
n Valor aproximado de | 1+ —
n
10° 2,70481382942
10° 2,71814592683
10° 2,71826823717
10" 2,71828182832
10" 2,71828182846

Su valor aproximado con 15 decimales es 2,718281828459045.

& Es recomendable enfatizar la importante conexiéon que
existe entre la funcidn exponencial y la Economia, la Biologia, la
Fisica y otras ciencias, como los ejemplos que aparecen en las
indicaciones metodologicas.

7.Plantear y resolver proble-
mas en contextos reales
utilizando ecuaciones expo-
nenciales.

A Para la resolucion de ecuaciones exponenciales, conviene
repasar las leyes de potencias y utilizar la nocion de inyectividad
para la justificacion del algoritmo que resuelve dichas ecuacio-
nes.

Relaciones y Algebra

k4
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A | as ecuaciones exponenciales se pueden expresar como

a™ = g™, dondef Y £ son funciones lineales o cuadraticas
de x.

8.ldentificar y aplicar modelos | A Para el desarrollo de esta habilidad no se debe pedir al grupo
matematicos que involucran construir los modelos. Se trata de identificarlos y utilizarlos en el
las funciones exponenciales. | tratamiento de situaciones. Se propone el problema, se propor-
ciona el modelo matematico (en forma algebraica, grafica,
tabular o verbal) y se solicita a cada estudiante resolverlo y
analizarlo.

A Al trabajar con representaciones graficas, en varias ocasio-
nes se utilizan datos numéricos pequefos para una de las
variables y datos muy grandes para la otra variable. En tales
casos se sugiere utilizar diferentes escalas en los ejes.

Recuadro N° 4

| Nimero sugerido de lecciones: | 8 (Etapa |: 4, Etapa Il: 4) |

Indicaciones y ejemplos

Se pueden trabajar las habilidades 6 y 8 en forma integrada. En efecto, una actividad semejante a la que se propone
al inicio de las indicaciones puntuales permitira al estudiante un acercamiento sobre cémo se desarrolla un proceso
de modelizacion. Se puede trabajar con dos modelos uno creciente y el otro decreciente para que el cierre sea mas
natural (cada caso lo resuelven diferentes sub grupos).

Al realizar la clausura de la actividad el docente enfatiza a sus estudiantes en que el modelo desarrollado por ellos
corresponde a un nuevo tipo de funcién denominado exponencial y luego brinda ejemplos de otras situaciones que
suelen modelarse con este tipo de funcion. Como lo que interesa es trabajar con modelos (no crearlos) esto da pie
para justificar y elaborar nuevas actividades que permitan introducir el concepto de ecuacion exponencial a través de
los modelos estudiados.

Nota: para las ecuaciones es necesario justificar utilizando la inyectividad de la funcion y realizar por medio de la
pregunta dirigida un repaso de factorizacion y leyes de potencias.

Funciones 9.ldentificar la funcién loga- A Para introducir el tema, conviene usar un problema en el que
logaritmicas ritmica como la inversa de la | surja de forma natural la funcién logaritmica.
funcién exponencial.

e La funcion @
log x 10.Analizar gréfica y.alge- Laura Marcela deposita 225 000 colones en su cuenta de
‘ braicamente las funciones ahorros en un banco vy al final de t afios recibe una notificacion
logaritmicas. del banco indicando que en su cuenta tiene 375 000 colones. Si

la tasa de interés es de un 6% compuesta mensualmente y si
ella no hizo un nuevo depésito ni retiro durante esos afios,
jcuantos afios han transcurrido desde el depésito hasta la
notificacion del banco?

En este problema es importante proporcionar el modelo

t

i
Ct)=C,|1+—
n

y a partir de él justificar la necesidad de introducir la funcién

‘ 8 ‘ Relaciones y Algebra
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logaritmica.

ADurante la etapa de cierre introduzca la funcién logaritmo
como inversa de la exponencial. Utilice la composicion de
funciones para justificar esta propiedad.

Cada estudiante debe saber que si a>0, a=#l, entonces

log, v =xsiysdlosi y=a". Porlo tanto log y, y>0 es el
numero al que se debe elevar la base a para obtener y.

A Cambiar de la forma exponencial a la forma logaritmica y de
la logaritmica a la exponencial.

P

i Se recomienda usar software matematico para visualizar la
relacion entre las graficas de la funcién exponencial y la logarit-
mica. El uso de tablas también favorecera la comprensién de la
relacion entre ambas funciones.

X 3"
0 1

1 3
2 9
3 27
4 81
5 243

En la tabla anterior, la segunda columna contiene las potencias
con base 3 de los nUmeros que aparecen en la primera colum-
na, mientras que en la primera columna aparecen los logaritmos
en base 3 de los numeros que aparecen en la segunda colum-
na, es decir,

X logsx

1 0

3 1

9 2
27 3
81 4
243 5

Esto se observa mejor si unimos las dos tablas.

X 3" logs3”
0 1 0
1 3 1
2 9 2
3 27 3
4 81 4
5 243 5

@& Comparta aspectos del desarrollo histérico de los

logaritmos. La historia de la escala logaritmica conecta
Relaciones y Algebra con Medidas.

Relaciones y Algebra
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Recuadro N° 5

| Nimero sugerido de lecciones: | 7 (Etapa |: 3, Etapa ll: 4) ]

Indicaciones y ejemplos

Se puede seguir la sugerencia dada para la funcion exponencial y proponer una situacion creciente y una decrecien-
te para no forzar el cierre de los casos de este tipo de funcién.

La justificacion de que corresponde a la inversa de la funcidn exponencial se puede lograr con una serie de pregun-
tas generadoras con base en sus conocimientos y habilidades previas.

Funciones 11.Aplicar propiedades de los | A Las propiedades son:
logaritmicas logaritmos para simplificar
expresiones algebraicas. Logaritmo de la unidad.

Logaritmo de la base.

Logaritmo de una expresion en notaciéon exponencial.
Logaritmo de una multiplicacién.

Logaritmo de una division.

Cambio de base.

e Lafuncién
log x

~0ooow

Destaquese la deduccion de las propiedades de logaritmos a
partir de las propiedades de las exponenciales.

Recuadro N° 6

| Nimero sugerido de lecciones: | 6 (Etapa I: 2, Etapa ll: 4) ]

Indicaciones y ejemplos
Esta habiidad se trabajara de forma independiente. El dominio instrumental de estas propiedades es importante para
la resolucion de ecuaciones y la comprension y analisis de modelos exponenciales y logaritmicos.

Conviene propiciar en el estudiante una comprension relacional deduciendo cada una de las propiedades (esto
corresponderia a la Etapa |).

Funciones 12.Resolver problemas en A Utilizar ecuaciones de la forma
logaritmicas contextos reales utilizando 1
0 x)=1lo X
ecuaciones logaritmicas. ) &, f( ) g, & ) )
e Lafuncién donde fy g son funciones lineales o cuadraticas de x.
13.Utilizar logaritmos para

log, x . i6 i ivi i6 i
g, resolver ecuaciones expo- 4 Use Ig’nomon de inyectividad de la funcion logaritmo para la
. nenciales de la forma a™ | justificacion del algoritmo que permite resolver dichas ecuacio-
* Ecuaciones | = p9% 4 pnumeros reales nes.

logaritmicas | positivos y distintos de 1, f, ¢
polinomios de grado menor

que 3.

14.1dentificar y aplicar mode- | A Para el desarrollo de esta habilidad no se busca construir los

los matematicos que involu- modelos. Se trata de identificarlos y usarlos. Se propone el

cran las funciones logaritmi- problema, se da el modelo matematico (en forma algebraica,

cas. grafica, tabular o verbal) y se pide resolverlo, interpretarlo y
analizarlo.

A Se debe discutir cual es el sentido del resultado en cada
problema planteado.

‘ 10 ‘ Relaciones y Algebra,
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Recuadro N° 7

| Numero sugerido de lecciones: | 9 (Etapa I: 3, Etapa Il: 6) |

Indicaciones y ejemplos

Se pueden utilizar situaciones que se modelizan mediante funciones logaritmicas y exponenciales para introducir:
* el uso de ecuaciones logaritmicas.
* el uso de propiedades de logaritmos para resolver ecuaciones exponenciales.

A continuacion un ejemplo que permitiria introducir el uso de ecuaciones logaritmicas:

La relacién de Ehrenberg esta dada por
InW=1In24+1,84h

Esta férmula empirica relaciona la estatura h en metros con el peso promedio W para nifios entre 5 y 13 afos.
Determine el peso promedio de un nifio de 8 afios que mide 1,4 m.

La idea es que los estudiantes vean en las ecuaciones una herramienta util para el analisis de modelos matematicos.

Se debe notar que el estudiante va a aprender dos tipos de ecuaciones logaritmicas aquellas que involucran logarit-
mos que se pueden reducir de la forma

log, f(x) =log, g(x)

y las exponenciales de la forma forma
2™ = pa)

a, b nimeros reales positivos y distintos de 1 y esto dentro de un contexto de identificacion y aplicacion de modelos.

Funciones y 15.Utilizar las funciones A Esta seccion articula el estudio de funciones que permea
modelizaciéon estudiadas para plantear y todo el curriculo desde la ensefianza Primaria. Lo que se busca
resolver problemas a partir es una integracion de las diferentes funciones estudiadas con el
de una situaciéon dada. proposito de identificar y usar modelos matematicos de situacio-

nes reales.

16. Analizar el tipo de funcién
que sirva de modelo parauna | A Se sugiere que la o el docente proponga un problema en
situacion dada. forma verbal o tabular y que cada estudiante interprete la
informacion, la sistematice y establezca relaciones relevantes
del problema para determinar el modelo que mejor refleje la
situacion. Ademas cada estudiante debe resolver el problema,
analizar los resultados y verificar la factibilidad del modelo.

A Es importante que sean utilizadas cada una de las funciones
estudiadas para alguna modelizacion de la situacion dada:
lineal, cuadratica, raiz cuadrada, logaritmica y exponencial.

Relaciones y Algebra ‘ 11 ‘
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Recuadro N° 8

| Nimero sugerido de lecciones: | 6 (Etapa |: 2, Etapa ll: 4) ]

Indicaciones y ejemplos

Estas habilidades representan un recuento de los tipos de funciones vistas durante el ciclo y los estudiantes ya han
tenido la oportunidad de trabajar problemas o situaciones que utilizaban dichos modelos.

El uso de tecnologia es vital para modelizar un conjunto de datos dados y analizar el tipo de funcién que permite dar
respuesta a la situacion planteada.

También conviene que el docente incluya problemas variados que se plantean y resuelven utilizando las funciones
estudiadas.

‘ 12 ‘ Relaciones y Algebra,
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Estadistica y Probabilidad

Estadistica

Conocimientos | Habilidades especificas Indicaciones puntuales

Medidas de 1. Identificar la importancia de A Para favorecer una mejor comprension de la variabilidad de los
variabilidad la variabilidad para el anali- datos, se han definido algunas medidas estadisticas que permiten

¢ Recorrido
¢ Recorrido
intercuartili-
co

e Variancia

e Desviacion
estandar

Representacion
grafica

e Diagrama
de cajas

sis de datos.

Reconocer la importancia de
la variabilidad de los datos
dentro de los andlisis esta-
disticos y la necesidad de
cuantificarla.

Resumir la variabilidad de
un grupo de datos mediante
el uso del recorrido, el reco-
rrido intercuartilico, la va-
riancia o la desviacion es-
tandar e interpretar la infor-
macién que proporcionan.

Utilizar diagramas de cajas
para comparar la posicion y
la variabilidad de dos grupos
de datos.

Emplear la calculadora o la
computadora para simplifi-
car los calculos matematicos
en la determinacion de las
medidas de variabilidad.

Resolver problemas del
contexto estudiantil que in-
volucren el analisis de las
medidas de variabilidad.

cuantificar su magnitud. Para valorar la importancia de estas
técnicas es conveniente plantear problemas en los cuales se
requiera realizar analisis comparativos entre dos o mas grupos de
datos.

@ En la pagina http://www.meteored.com/ se proyecta la
temperatura maxima y minima en diferentes ciudades del mundo.
Para 12 dias del mes de marzo del 2010, en la ciudad de Nicoya
se proyectaron las siguientes temperaturas maximas en grados
centigrados:

36 35 35 35 34 34
35 37 31 32 32 32

mientras que en San José para los mismos dias las temperaturas
maximas proyectadas fueron:

27 28 27 25 29 25
26 25 22 22 21 22

Realice un analisis estadistico con la informacién anterior, para
comparar las temperaturas de las dos ciudades de acuerdo con
esas muestras. ¢En cual de las ciudades la temperatura es mas
variable?

A Se puede iniciar con el empleo del recorrido y el recorrido
intercuartilico, e incluso recurrir a la elaboraciéon de un diagrama
de cajas.

A Posteriormente, se puede aprovechar el ejercicio para introdu-
cir el célculo de la variancia y la desviacion estandar, como
medidas que tienen la virtud de utilizar todos los datos para su
calculo, considerando las diferencias entre cada dato con la
media aritmética. Por lo complejo de estas medidas, se requiere
definir los conceptos y ademas plantear interrogantes cuyas
respuestas permitan valorar la importancia de estas medidas.

r—

(i

Para agilizar los calculos, tanto en los cuartiles como en la
variancia y la desviacion estandar se debe promover el uso de
una calculadora que tenga funciones estadisticas, o bien de una
computadora mediante una hoja de calculo o de un programa
especializado.

A B C D E F G H
1
2 Edad Peso
3 38 61 Varianza =VAR(
4 46 55 VAR(numberl; [number2];
5 29 79,1
6 38 70,7 Desviacion Estandar
7 46 70,8
8 44 55,9
9 63 72,2
10 56 75,1

Estadistica y Probabilidad

13|
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& Se debe evidenciar la importancia de las medidas estadisti-
cas tanto de posicion como de variabilidad para representar
caracteristicas propias de los datos. Estas se complementan con
las representaciones tabulares y graficas como estrategias para
resumir la informacién que comunican los datos, para tener
elementos suficientes que permitan argumentar sobre un proble-
ma particular.

Recuadro N° 9

| Nimero sugerido de lecciones: | 14 (Etapa I: 5, Etapa II: 9) |

Indicaciones y ejemplos
Desde la educacion primaria se trabaja de forma intuitiva el concepto de variabilidad, por ejemplo en la siguiente

imagen se muestra un problema planteado en los programas de estudio (MEP, 2012, pagina 152) para segundo
grado:

@ Considere la siguiente imagen.

Imagen con derechos adquiridos por el MEP

a. ;Qué caracteristicas o elementos son variables o dife-
rentes enfre estos seis nifios y nifias?
b.  ¢Qué elementos tienen en comun?

Ya para cuarto grado se introduce una de las medidas de variabilidad, el recorrido. Para tercer ciclo, el recorrido se
trabaja como una medida estadistica de resumen, al igual que la moda, media aritmética, maximo, minimo; con el
objetivo de caracterizar un grupo de datos.

Por lo tanto, es importante apoyarse de los aprendizajes construidos en afios anteriores para introducir otras medi-
das de variabilidad como el recorrido intercuartilico, la variancia y la desviacién estandar. Es importante subrayar que
la importancia de estas medidas no radica en su computo sino en su interpretacion; es por esto que para su calculo
se puede utilizar algun tipo de calculadora cientifica, software especializado u hoja de calculo. Es por esto que hay
que dedicarle mayor tiempo a la interpretacion de estas medidas que al calculo de las mismas.

También, en este grupo de habilidades se introduce una nueva representacion grafica, el diagrama de cajas, muy util
para comparar la posicién y la variabilidad de dos grupos de datos. Para la construccion de este tipo de representa-
ciones se puede utilizar una hoja de célculo o como se muestra a continuacion el software libre GeoGebra.

Tomando en cuenta los datos del problema planteado en las indicaciones puntuales para undécimo afio (MEP, 2012,
pagina 438) referente a las temperaturas maxima y minima para 12 dias del mes de marzo del 2010, en la ciudad de
Nicoya (columna A) y la ciudad de San José (columna B) se puede construir los diagramas de cajas respectivos:

‘ 14 ‘ Estadistica y Probabilidad
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La construccion de estos diagramas no el principal objetivo del problema, lo que se quiere es realizar un analisis
estadistico para comparar las temperaturas de las dos ciudades de acuerdo con esas muestra, y asi poder responder
¢ En cual de las ciudades la temperatura es mas variable? Es por esto que el uso de la tecnologia es sustancial y util
para agilizar los procesos de ensefianza y aprendizaje, y asi poder brindar mas tiempo para la exploracion, la conje-
tura y la interpretacion.

Medidas relati-
vas

e Posiciéon
relativa: es-
tandarizacion

e Variabilidad
relativa

- El coeficiente
de variacién

7. Reconocer la importancia de
emplear medidas relativas al
comparar la posicién o la
variabilidad entre dos o mas
grupos de datos.

8. Aplicar estandarizacion y el
coeficiente de variacién para
comparar la posicion y va-
riabilidad de dos o0 mas gru-
pos de datos.

A No siempre las medidas absolutas permiten, tanto en posicién
como en variabilidad, realizar comparaciones de una manera
eficiente. Por ello se deben plantear problemas que permitan
determinar las limitaciones que tienen las medidas absolutas y la
necesidad de buscar medidas relativas. Las siguientes situacio-
nes son ejemplos que pueden orientar:

@ Dos hermanos discuten sobre quién obtuvo un mejor rendi-
miento en el examen de admisién a una universidad. Juan realizd
el examen en el 2009 y obtuvo una calificacion de 660, mientras
que Miguel obtuvo 645 en el 2011, ambos en una escala de 800
puntos. Juan indica que no hay nada que discutir pues su califica-
cion es mas alta. Pero Miguel le indica que aunque eso es cierto,
en el 2009 la calificacién media fue de 630 con una desviacién
estandar de 30 puntos, mientras que en el 2011 la calificacién
media fue de 610 con una desviacidn estandar de 25 puntos. Por
ello Miguel dice que fue él quien obtuvo un mejor rendimiento.
¢ Quién cree que tiene la razon? ;Por qué?

A En este tipo de problemas se demuestra que el valor que toma
un dato particular es muy relativo al momento de comparar con
los datos de otro grupo. Seguidamente se representa en el eje
coordenado la situacidn posicional de cada uno de los jovenes.

Estadistica y Probabilidad

15|




Documento de integracién de habilidades para Undécimo afio

# Juan

® Miguel
Media Media

| e : ¢ —e * : : , :
600 610 620 630 640 650 660 670 680 690 700

La discusidn se centra en identificar cual calificacion se aleja
positivamente mas del promedio, pero para ello se requiere
considerar la variabilidad presente en las notas de cada uno de
los afios, por lo que el analisis se debe realizar con la posiciéon
relativa que se obtiene dividiendo la diferencia obtenida entre la
nota y la media entre la desviacién estandar:

660—630
— =10

Nota relativa de Juan:
645-610

1,4
25

Nota relativa de Miguel:
De acuerdo con estos datos la posicion relativa de Miguel es
superior a la de Juan, por lo que si se compara la nota de cada
uno de ellos con respecto a todo el estudiantado que realiz6 el
examen en cada uno de los afios, la nota de Miguel fue superior.
Se debe aclarar que el supuesto basico para realizar este analisis
es que la forma de la distribucién de las calificaciones sea similar
en ambos afos.

@ Un zodlogo tiene como propdsito recabar informacién para
determinar el estado en que se encuentran los animales de un
refugio de vida silvestre. Para ello espera que no exista mucha
variabilidad entre los pesos de los animales adultos. Selecciona
una muestra aleatoria de 10 jaguares machos y una muestra
aleatoria de 10 tepezcuintes machos. Los pesos en kilogramos
son:

Jaguar 80 [66 |72 |76 | 76
Tepezcuinte 4,
5

7,
6410 7,7 16,6

Jaguar 70 |65 |68 |69 |77
Tepezcuinte 7, 6,
5 8,113 7,7 16,9

¢Para qué animal los pesos mostrados son relativamente mas
variables? ;Qué aspectos se deben considerar para realizar este
analisis?

A En este problema, la primera alternativa consiste en considerar
la variacion absoluta, lo cual significaria que los pesos de los
jaguares son mas variables. Si éste fuera el caso, se debe cues-
tionar que los jaguares pesan mas que los tepezcuintes, por lo
que se debe realizar una comparacion relativa. La medida que
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corresponde para realizar este andlisis se denomina coeficiente
de variacion, y consiste en determinar la razén entre la desviaciéon
estandar y el promedio.

Desv.est.

Coeficiente de variacion = 100

Media aritmética '
Al utilizar esta medida se puede verificar que, en términos relati-
vOs, son mas variables los pesos de los tepezcuintes.

\

"" " Aunque no sea de manera directa, el incorporar en los
problemas elementos de flora y fauna del pais permite no sélo
conocer especies propias sino también sensibilizar sobre la
importancia de la conservacion, por lo que se promueve el eje

transversal Cultura Ambiental para el Desarrollo Sostenible.

Recuadro N° 10

| Numero sugerido de lecciones: | 12 (Etapa I: 4, Etapa II: 8) |

Indicaciones y ejemplos

Hasta ahora se ha estudiado las medidas de posicion y variabilidad de una muestra, y también para comparar la
posicion y la variabilidad de dos grupos de datos. Sin embargo, en este ultimo caso, no siempre se pueden comparar
dos muestras, ya que puede haber problemas con la dimensionalidad de las variables o una diferencia enorme entre
las medias de ambas.

Partiendo de esta situacién, este grupo de habilidades se debe introducir de manera integral mediante un problema
que evidencie la necesidad de trabajar con medidas relativas, debido a las limitaciones que presentan las medidas
absolutas para su abordaje.

Hay que tener presente que el coeficiente de variacion soluciona la dimensionalidad de las variables y toma en
cuenta la proporcion existente entre medias y desviacion estandar. No obstante, es importante destacar que
los coeficientes de variacidn sirven para comparar las variabilidades de dos conjuntos de valores (muestras o pobla-
ciones), mientras que si se desea comparar a dos individuos de cada uno de esos conjuntos, es necesario estandari-
zarlos.

Estadistica y Probabilidad ‘ 17 ‘
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Geometria

Conocimientos

Habilidades especificas

Indicaciones puntuales

Geometria
analitica

e Simetria
axial

* Imagen

* Preimagen

1. Determinar ejes de sime-
tria en figuras simétricas.

2. ldentificar elementos
homélogos en figuras que
presentan simetria axial.

3. Trazar figuras simétricas
utilizando un sistema de
ejes coordenados en el
plano.

4. Resolver problemas
relacionados con la sime-
tria axial.

A Se puede introducir el tema de forma intuitiva, con diferentes
estrategias. Una de ellas es llevando a la clase diferentes
imagenes y realizando dobleces de papel, para observar si
coinciden todos los elementos.

Doblez

Imagen con derechos adquiridos por el MEP.

Otra estrategia seria utilizar un espejo para mostrar la simetria
de una figura, por ejemplo con la letra mayuscula Y:

No existe simetria

Espejo

Existe simetria

A Ofro tipo de actividad puede ser la siguiente:

Si la linea punteada es un espejo, reflejar la imagen de la
izquierda al lado derecho.

118 |
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Espejo

Luego se pueden plantear las siguientes interrogantes:

a. ¢Qué figura se forma?

b. ¢Qué caracteristicas encuentra en la figura?

c. ¢Qué elementos homologos hay entre el lado derecho
y el izquierdo?

d. ¢En la realidad la mariposa cumple con estas caracte-
risticas?

e. ¢Qué otras figuras tienen simetria?

Tome un punto cualquiera como origen de coordenadas. Escri-
ba las coordenadas de los puntos marcados en la figura y diga
cudles son las coordenadas de los puntos homodlogos corres-
pondientes.

A |a ultima parte de la actividad tiene muchas posibilidades,
debe permitirse que cada estudiante escoja el punto que quiera.

Ao que se quiere es que poco a poco se vaya construyendo el
concepto de simetria y luego el de simetria axial, asi como los
conceptos de eje de simetria, preimagen e imagen, entre otros.

A Después de utilizar papel cuadriculado puede utilizar el
sistema de coordenadas para profundizar la comprensién del
concepto de simetria.

v,

~

‘" La simetria esta muy ligada al arte y a la belleza de la
naturaleza, es por esto que los ejercicios deben utilizar image-
nes que motiven y fortalezcan la actitud de respeto, aprecio y
disfrute de las Matematicas.

,

Recuadro N° 11

Indicaciones y ejemplos

| Namero sugerido de lecciones: | 8 (Etapa I: 3, Etapa II: 5) |

La idea no es trabajar cada habilidad por separado. Con un problema apropiado se puede introducir de forma intuiti-
va la nocién de simetria axial y precisar varios conceptos como ejes de simetria y elementos homélogos mediante

preguntas generadoras.

Hay que recordar que en cuarto y sexto afio de primaria se trabajo el tema de simetria, por lo que no deberia ser
totalmente nuevo para el estudiante, deberia tener algunas nociones intuitivas.

Geometria
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En cuarto afio se manipulé material concreto y luego en sexto afio se trabajé el reconocimiento de figuras simétricas
con un mayor nivel de complejidad, la reproduccion de figuras simétricas y el trazado de figuras simétricas con
caracteristicas dadas. Por ejemplo, esta es una parte de la malla curricular de cuarto afio:

Simetria 22_Identificar los ejes de @
) simetria de una figura. Se puede presentar un dibujo como el siguiente y pedir a
¢ Figura . . las y los estudiantes que coloreen las partes que faltan por
simetrica 23. Ubicar un punto homodlogo | colorear y que den una explicacion de por qué utilizaron esos
. Eede a ofro respecto a una re- colores. Esto permitira introducir el concepto de figura simétrica,
3 cta. j i i "
St eje de simetria y puntos homdlogos.
24. Trazar una figura simétrica
i Egr?\tgligos a ofra respecto a una
recta.
* Distancia . y ;
de un pun- | 25. Estimar la distancia de un
to al eje de punto al eje de simetria.
simetria

Imagen con derechos adquiridos por el MEP

&EI proceso Comunicar se activa cuando se pide que se
explique el porqué de los colores utilizados.

AManipulacion con papel: con la mitad de una figura, por
ejemplo una mariposa, se dobla y se dibuja la segunda mitad
por transparencia. Se buscan puntos homologos en las dos
mitades simétricas.

(MEP, 2012, p. 204)

Para introducir este tema se puede utilizar material concreto (papel cuadriculado, fotografias, etc.) y en las institucio-
nes donde sea posible, es muy valioso observar la relacién de la simetria con la naturaleza.

(Y

Imégeneé con derechos adquirido por el MEP

También, la arquitectura y el arte pueden ayudar a potenciar este tema:

‘ 20 ‘ Geometria
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Imégenes con derechos adquirido por el MEP

Transforma-
ciones en el
plano

* Traslaciones
* Reflexiones

* Homotecias

* Rotaciones

o

10.

11.

Aplicar el concepto de
traslacion, homotecia, re-
flexion y rotacion para de-
terminar qué figuras se ob-
tienen a partir de figuras
dadas.

Identificar elementos de
las figuras geométricas
que aparecen invariantes
bajo reflexiones o rotacio-
nes.

Trazar la imagen reflejada
de una figura dada con
respecto a una recta.
Trazar la imagen de una
figura dada si se la somete
a una rotacion.

Trazar en un plano carte-
siano la figura que se ob-
tiene al someter una figura
a una traslacion, rotacién
u homotecia o combina-
ciones de ellas.

Determinar el punto
imagen de puntos dados
mediante una transforma-
cion.

Resolver problemas
relacionados con diversas
transformaciones en el
plano.

A Para iniciar con el tema de transformaciones en el plano se
puede plantear el siguiente problema:

©De acuerdo con los siguientes triangulos, ¢cual es el
“movimiento” que sufre el triangulo ABC?

Utilice indicaciones como unidades a la derecha, izquierda,
arriba, abajo.

Aqui no se esta trabajando con coordenadas pues lo que se
quiere es observar la traslacion primero intuitivamente (2
lugares hacia abajo y 4 lugares hacia la derecha”), luego se
formulan problemas utilizando coordenadas.

Para el caso de reflexiones es importante hacer una conexion
con las habilidades relacionadas con la simetria axial (tema que
ya se abordd anteriormente); por ejemplo, dado el triangulo ABC
y el eje de las abscisas como “espejo” se obtiene el triangulo
ABC'.

Geometria
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Es importante notar y discutir lo siguiente:

A2,1)y A(2,-1)
B(6,3) y B'(6,-3)
C(8,2)y C'(8,-2).

Luego se realiza la etapa de cierre definiendo los conceptos de
traslacion y reflexion en el plano coordenado de manera formal.

A En 8°Afio se trabajo con la homotecia de un punto y una
figura poligonal. En este afio se busca seguir resolviendo
ejercicios de este tema y complementarlo con las demas trans-
formaciones. Por ejemplo, dada la figura ABCD y el punto
E(8,-4) realice las siguientes transformaciones secuencialmente:

a. Traslacion (x — 2, y +3).

b. A la figura obtenida en a., realice una homotecia de ra-

zén 3 desde el punto G(10,-5).

c. Alafigura obtenida en b. reflejarla con respecto a y = 0.

Segunda Transformacion 8
Homotecia de razon 3 desde G.

=

Figura original

4

ra

-8 -16 -14 -12 -10

Tercera Transformacion
Reflexion cony = 0

r

&

Traslacion (x-2 y + 3)

0 12 14

PrimeraTransformacion

G
.

1%

A Se utilizara la notacion g(A)=A’ para indicar la imagen de un
punto A bajo una transformacién g. Por ejemplo, para el caso
de la traslacion del ejemplo anterior, la imagen de A(x,y) es

A'(x— 2,y +3).
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i Se pueden también plantear varios problemas en los
cuales se necesita involucrar el “sentido dinamico” de las trans-
formaciones. Para su resolucion se puede utilizar la computado-
ra y un software idéneo que permita realizar diferentes transfor-
maciones. Gracias a este software se lograra la manipulacion
dinamica de la figura dada, generando cambios también en la
figura resultante de la transformacion.

El uso de coordenadas permite profundizar en estos conceptos.
Por ejemplo, el tema de rotaciones de figuras es recomendable
explorarlo con un software dinamico.

) GeaGiebn EREEE A

[
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda }
i T~ |

A @0 4] 5 [Z] vesplazar vista Grafica -

Objetos Libres || 6
+A=(0.74,1.38)
+B=(1.72,0.68)
+C=(272,1.42)

2D = (0.8, 3.14) 1
4G =(0.81,1.65) 2
Objetos Dependientes /\!

2 A" =(1.57,0.05)

M
SN, = (0.83,1.33) 0 8 5 4L~ 0 Ii/ & 6 8 10 12
J K, = (-1.57, 0.05)
S A = (083, 1.33) T>
s A, = (+1.57, 0.05)

Lo A, = (40.74,41.38)
5 A, = (0.74,-1.38)

1 Entrada: * =+ o+ Comando ... >

B - 2lel=]li810]

& Se debe enfatizar que las transformaciones aplicadas
sobre las figuras son simplemente una forma de representacion
a conveniencia de las mismas formas geométricas.

Una breve descripcion sobre las geometrias no euclidia-
nas puede proporcionar una idea apropiada de lo que es una
teoria matematica.

12. Utilizar software de
geometria dinamica para
el analisis de las propie-
dades de las traslaciones,
homotecias y reflexiones.

i El software permite la manipulacién dinamica de una figura
dada, se puede “jugar” con las transformaciones para crear
figuras. Por ejemplo, a partir de la figura A, construir a través de
transformaciones la figura B.

Figura A

o

Geometria
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Figura B
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13. Plantear ejercicios o
problemas que involucren
alguna transformacién o
transformaciones de figu-
ras en el plano.

& Se sugiere plantear un procedimiento inverso. En lugar de
indicar que se realice una determinada transformacién en una
figura determinada, se puede presentar una serie de imagenes
con varias transformaciones de la figura, y se pide plantear un
problema que tenga como solucién esas transformaciones.

Por ejemplo, los siguientes pentadgonos son regulares;
plantear un ejercicio que tenga como solucién la siguiente
representacion grafica:

5 L

| b

4] | pentagono A"
.//'\ II
|// \ \.\\ -
| " b 3] Bt |
| pentagono C / &
|I ,-"lf \.\\/
3 b4 2] pentagono B

r'.; , II
/ pentagono D I'.

N
4] R

Existen varios posibles ejercicios que tienen como solucion la
anterior imagen, por ejemplo se podria proponer lo siguiente:

. . . . L1
Primero, dado el pentagono A realice una homotecia de razén 3
y lldmelo pentagono B.

Luego, al pentagono C refléjelo con respecto a larectay =xy
llamelo pentagono D.
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Recuadro N° 12

| Numero sugerido de lecciones: | 16 (Etapa I: 6, Etapa Il: 10) |

Indicaciones y ejemplos

Es recomendable introducir todas las transformaciones de forma conjunta y a un nivel intuitivo, para luego ir definién-

dolas una por una. El siguiente problema ejemplifica lo anterior:

Tome el mosaico de cocodrilos de la imagen y realice lo siguiente

Si el hexagono sefialado por la flecha se le llama generador y se utiliza para construir todo del mosaico de cocodri-
los, explique qué tipo de movimientos deben realizarse para colocar los hexagonos 1, 2, 3 y 4, partiendo del genera-

dor hexagonal.

Otro ejemplo similar es: En el siguiente dibujo, si el rostro sefialado es la imagen generadora indique los movimientos

que deben realizarse para colocar los rostros 1, 2, 3 y 4, partiendo de la imagen generadora.

Geometria

25|




Documento de integracién de habilidades para Undécimo afio

Hay que tomar en cuenta que el tema de transformaciones se ha trabajado en afios anteriores. Por ejemplo, en
quinto afio de primaria se hizo un reconocimiento de figuras que se obtienen mediante traslacion de otras; este tipo
de transformacion isométrica se siguio utilizando en afios posteriores.

En octavo afo se estudié un tipo de transformacion isomorfica, la homotecia; la misma se siguié utilizando en pro-
blemas de semejanza y congruencia de triangulos. Ademas, en décimo afio se estudié el tema de simetria axial, el
cual estd muy relacionado con la reflexion.

Lo anterior indica que ya ha habido un tratamiento del tema de transformaciones, por lo que es trascendental que el
docente se apoye en estos conocimientos previos y no parta desde “cero” en el desarrollo de estas habilidades.

Nota: Las habilidades especificas 12 y 13 no deben ser desarrolladas por separado a las habilidades precedentes;
éstas se deben trabajar simultineamente de acuerdo al planeamiento docente. Por ejemplo, una actividad bien
preparada utilizando algun software dinamico o alguna aplicacién de una pagina web puede contribuir para que el
docente realice el cierre de estos conceptos, o bien profundizarlos ain mas en la etapa de movilizacién.

TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS

Activa las casillas correspondientes para observar cada una de las transformaciones geométricas como: la translacidn, rotacion, simetria axial,

¥ TRANSLACION

[V ROTACION

[V SIMETRIA AXIAL O REFLEXION
[~ SIMETRIA PUNTUAL

[~ HOMOTECIA

Imagen tomada de la direccion http://www.geogebratube.org/student/m19098

Asimismo, la habilidad 13 se puede trabajar en cualquier momento de la accién de aula, ya que de un problema o
ejercicio presentado por el docente pueden surgir por parte del estudiante diversas modificaciones o alguna forma
de innovarlo.

Visualizacion 14. Identificar la superficie A Puede introducir el tema mediante una nota histérica como la
espacial lateral, la base, la altura, el | siguiente:
radio y el diametro de la
+ Cono base y el vértice de un @
C|rctular cono circular recto. Se atribuye a Menecmo (alrededor de 350 antes de nues-
recto

tra era) el descubrimiento de una familia de curvas que le

15. Determinar qué figuras se | q;ieron en sus investigaciones sobre el problema de la dupli-

s \Vértice obtler;en meddlante SECCIO- | cacion del cubo. Tales curvas pueden ser obtenidas mediante
“els P an.tas eun °t°“,°t,°'r' secciones planas de un cono, por ese motivo reciben el nombre
* Base cularrecto y caracteristi- | 4o gecciones coénicas. En el siglo Ill antes de nuestra era,

cas métricas de ellas. Apolonio escribi6 el tratado Las Conicas en el que sistematizé

* Superficie 16.R y . todo lo que se conocia hasta ese momento sobre estas curvas y
lateral - Reconocer elipses, para- | 54555 6| conocimiento de ellas.
bolas e hipérbolas en dife-
* Radio rentes contextos. A | a idea es que se reconozcan circunferencias, parabolas,

elipses e hipérbolas en el contexto de secciones planas de un
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e Diametro cono circular recto.
e Seccion 17. Plantear y resolver pro- En cuanto a parabolas, elipses e hipérbolas, no se trata de
plana blemas que involucren hacer un estudio detallado de estas figuras, solamente se refiere
secciones de un cono me- | a reconocer su forma en el contexto de cortes de un cono y
+ Elipse diante planos paralelos a evidenciar que aparecen también en otros contextos.
* Parabola la base.
* Hipérbola @ En cuanto a la relacién de la circunferencia con el cono, se

pueden establecer algunas relaciones métricas. Por ejemplo,
dado un cono de altura 5 cm y radio de la base 2 cm, determinar
el radio de la circunferencia que se obtiene si se hace un corte
con un plano paralelo al plano de la base, que dista 2 cm del
plano de la base.

Este problema hace uso de conocimientos previos como la
semejanza de triangulos.

& Es conveniente puntualizar que la parabola como seccion
plana de un cono es otra forma de representaciéon de dicha
curva, ademas de las estudiadas en Relaciones y Algebra.

Recuadro N° 13

| Nimero sugerido de lecciones: | 8 (Etapa |: 4, Etapa ll: 4) |

Indicaciones y ejemplos

Con un problema y una serie de preguntas generadoras se puede introducir el estudio del cono circular recto, las
habilidades no deben verse por separado.

Ahora bien, como se indica en las indicaciones puntuales, la idea es que se estudien las parabolas, elipses e hipér-
bolas a un nivel de identificacidon en el contexto de secciones planas de un cono circular recto. No se trata de hacer
un estudio minucioso de estas curvas, sino solamente reconocer su forma en el contexto de cortes de un cono y
evidenciar que aparecen también en otros contextos.

Hay que tomar en cuenta que en afios anteriores el estudiante ha estudiado la forma y los elementos del cono
circular recto y ha identificado secciones planas de otros objetos tridimensionales como el prisma recto, la piramide
recta, la esfera y el cilindro circular recto. Por ejemplo, en décimo afio se estudiaron las secciones planas de la
esfera y del cilindro circular recto:

dos segmentos paralelos

Importante: La habilidad especifica 17 se puede implementar en cualquier momento de la accién de aula, ya que de
un problema o ejercicio presentado por el docente pueden surgir por parte del estudiante diversas modificaciones o
alguna forma de innovarlo.

Se puede trabajar con material concreto, plasticina, barro, manipulables y luego pasar a un software dinamico como
el CABRI 3D. Relacionar estas curvas con su utilidad para la vida cotidiana (por ejemplo en la confeccion de los
lentes en focos y faros. Esto propiciaria el respeto, aprecio y disfrute de las Matematicas.

Geometria ‘ v ‘
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