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Curso Bimodal, Relaciones y Algebra para | y Il ciclos.
Ejercicios Adicionales

Médulo 1: Sucesiones, patrones y relaciones matematicas

Problema 1.1: numeros triangulares

Los numeros triangulares T, son una sucesion de numeros, en donde cada uno de sus elementos
representa la cantidad de puntos de un arreglo triangular, segun se presenta a continuacion:

(J
(J o0
(L o0 000
o o 000 0000
Ty=1 Ty=3 T3=6 T;=10
(J
(L o0
o0 000
000 9000
0000 090000
00000 000000
Ty =15 Ts = 21

Otras formas de visualizar la sucesion de numeros triangulares son las que siguen:

o

A A

1, 3, 6, 10, 15, 21, ...

a) Determinar el numero triangular 7.

b) Determinar el numero triangular 7.

c) Explique como se pasade T, aT,,deT, aTl,,deT,aT, yengeneral,de T _, aT,. ;Cual es
larelacionentre T, y T,_,?

d) Complete la tabla que sigue:

T, +T, 143=4=2x2
T, +T,
T, +T,
T, +T,
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e)

f)

9)

¢, Cual es el patrén que se deduce de la tabla anterior?
Expligue como obtener el enésimo numero triangular 7, a partir de los patrones encontrados

en las preguntas c y e.
Utilice la férmula encontrada para calcular el numero triangular T,.

Solucién del problema 1.1

a)

b)

c)

f)

Observando la regularidad (patron) en los numeros triangulares, T, =T,+6=21 ,
T,=T,+7=28.
Continuando con el patrén tenemos:

T,=T,+8 36
T,=T,+9 45
T,=T,+10 55

Observando el patrén anterior, conjeturamos que para pasarde 7,_, a T, basta sumar n. Esto
puede ser escritocomo 7, =T, , +n lo que es equivalentea T,_, =T, —n.
Completando la tabla:

T, +T, 1+3=4=2x2
T, +T, 3+6=9=3x3
T,+T, 6+10=16=4x4
T, +T, 10+15=25=5%5

Del patron anterior podemos deducirque 7, +7, =nXn.
De c) y e) obtenemos dos relaciones:

T =T —n
T, +T,=nXn

Si sustituimos el valor de 7,_, en la segunda ecuacion tendremos:
T, —n+T =nXn
Acomodando los términos:
T, +T,=nXn+n

Lo anterior se escribe como 27,=nx(n+1), y se concluye que el enésimo numero

triangular 7, depende de n de acuerdo con la relacion o formula:
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T =n><(n+1)
2

g) Ahora podemos calcular cualquier numero triangular con la relacion anterior. En particular

Ty = 220200 _ 550 %501 = 125250
2

Problema 1.2:

La figura adjunta contiene las primeras filas del triangulo de Pascal:

1 Fila 0

1 1 Fila 1

1 2 1 Fila 2

1 3 3 1 Fila 3

1 4 6 4 1 Fila 4

Si el patrén continua,

a) Construya las filas 5 y 6 del triangulo de Pascal.

b) ¢Cuantos numeros hay en la fila 57 ¢ En la fila 6? En la fila 157

c) En general jcuantos numeros hay en una fila arbitraria n? (n nimero natural)

d) En algunas filas cada numero aparece dos veces. Otras poseen un numero central que sdlo
aparece una vez. ¢ Tendra numero central la fila 8?, ¢la fila 117, ¢la fila 557. Justifique su
respuesta.

e) ¢Cual es la suma de los numeros que aparecen en la fila 1 del triangulo de Pascal?, ;de la fila

27?, ¢delafila 37, ;de lafila 47, s de la fila 57, s de la fila 10?, ;de la fila n?.

Solucioén del problema 1.2

El triangulo de Pascal es llamado asi en honor al matematico francés Blaise Pascal (1623-1662)
quien introdujo esta notacion en 1654 en su publicacion del tratado del triangulo aritmético. Las
propiedades y aplicaciones del triangulo eran conocidas por matematicos indios, chinos y persas
antes de la publicacion de Pascal, pero fue él quien desarroll6 muchas de sus aplicaciones y organizé
la informacion.
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a)

El “descubrimiento” mas importante en la construccion del triangulo de Pascal es el siguiente:
cada numero distinto de uno es la suma de los dos numeros que estan ubicados por encima
de él. La figura que sigue muestra algunos ejemplos:

ST,
NJAL L
ST,

1 3 3 1
N
1 4 4 1
Con esto podemos completar las filas 5 y 6 solicitadas.
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1 Fila 5
1 6 15 20 15 6 1 Fila 6

En la fila 0 hay un numero; en la fila 1 dos numeros; en la fila 2 tres numeros; en la fila 3
cuatro numeros y en la fila 4 cinco numeros. Como el patron continia entonces en la fila 5
tendremos seis nimeros; en la fila 6 siete numeros; en la fila 15 dieciséis nimeros.
Generalizando el patrén encontrado, la fila n tendra n + 1 niameros.

Observemos el patrén. Las filas 0, 2 y 4 tienen numero central, mientras que las filas 1y 3 los
numeros aparecen duplicados. Lo que hay de comun en esto es la paridad de las filas: las filas
pares tienen numero central y las impares cada numero aparece dos veces. El numero 8 es
par. Por lo tanto la fila 8 tiene numero central. Como 11 y 55 son numeros impares, entonces
las filas 11 y 55 no tienen numero central. En ellas cada numero aparece dos veces.

Podemos construir una tabla y calcular la suma de los numeros para cada fila del triangulo.

Fila 0 1 2 3 4

Suma 1 2 4 8 16
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La suma es una sucesion geométrica. Cada término se obtiene multiplicando por 2 el término anterior.

Fila 5 6 7 8 9 10

Suma 32 64 128 256 512 1024

En matematica es usual utilizar notaciones compactas para indicar operaciones que son extensas.
Una de ellas es la potenciacion para indicar la multiplicacién de un namero por él mismo varias veces.
Por ejemplo:
2x2=2°
2x2x2=2°
2x2x2x2=2"
2x2x2x2x2=2°

y asi sucesivamente.

Utilizando esta notacién podemos reescribir las tablas anteriores como:

Fila 0 1 2 3 4 5 6 8 10

Suma | 1=20 | 2=11 | 4=22 | 8=23 | 16=24 | 32=25 | 64=26 | 256=28 | 1024=210

Esta notacién nos ayuda a ver el patrén en forma generalizada. La suma de los numeros de la fila n
es 2". Con esta generalizacion podemos calcular la suma de los nimeros de cualquier fila particular.
Si denotamos por S, esta suma, es decir, S, = 2", entonces:

S5=2°=32; S;,=2"=1024; S, =2%°=1048576

Para los calculos con valores elevados de n, por ejemplo n = 20, es recomendable utilizar una
calculadora que tenga el operador de potencia.
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Problema 1.3: Adivine la regla

En el siguiente juego tenemos dos maquinas M4 y M, que reciben un nimero como entrada, aplican
una regla desconocida sobre él y lo transforma en otro numero u objeto que es expulsado a la salida
de la maquina. Su tarea consiste en adivinar la regla que utilizé cada maquina.

\Entrada

Salida
Salida
—
Mo

a) A continuacién aparecen las salidas para las entradas 4, 5, 9, 12 en M,

5
12

Entrada

¢,Cudl es la regla? ;Cémo expresar a, en términos de n?

b) Las salidas para las entradas 1, 2, 3, 4 en M; son:
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¢, Cual es la regla? ¢ Cual es la salida cuando la entrada es 7? ; Cual es la salida cuando la entrada es
9?

Solucioén del problema 1.3

a) Todas las salidas son numeros impares.

Los numeros pares 2, 4, 6, 8, ... son de la forma 2n para n natural positivo. Si sumamos o restamos
1 a un numero par obtendremos un nimero impar. De igual forma, si sumamos 3 a un numero
par obtendremos un numero impar. En general si sumamos un numero impar a un numero impar
obtendremos un numero impar.

Podemos experimentar con las entradas y salidas de la maquina M4 para “ver” cual es el patrén o
regla.

2xn+1|9|11|19 | 25

Podemos observar que la regla 2 xn + 1 para la entrada n no produce las salidas de la maquina pues
faltan 2 unidades. Entonces podemos inferir que funcionara la regla:
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2xn+1)+2=2xn+3

12

2xn+3 | 11

13

21

27

Esto confirma que la regla es correcta. Por lo tanto a, =2Xn+3

El termino general a, se obtiene al multiplicar por dos la entrada n y sumar 3 al resultado. Decimos
que existe una relacion entre la salida a, y la entrada n. La salida depende de la entrada.

b) Una observacién cuidadosa nos lleva a concluir que cada salida es la inicial del nombre, en
espafol, del numero de entrada. Cuando la entrada es 1 (Uno) la salida es U, cuando es 2

(Dos) la salida es D y asi sucesivamente. Esta es la regla.

Aplicando la regla, cuando la entrada es 7 la salida sera S, y cuando la entrada es 9 la salida sera N.
En este caso podemos tener una misma salida para diferentes entradas. Por ejemplo, las entradas 2,

12, 16, 200 producen como salida la letra D.
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Modulo 2: Ecuaciones e inecuaciones

Problema 2.1: viajando en taxi

Segun la Autoridad Reguladora de los Servicios Publicos (ARESEP), las tarifas de taxi tipo sedan
aprobadas mediante la resoluciéon 033-RIT-2015 y publicadas en La Gaceta 97 del 21 de mayo del

2015 son:

Tarifa banderazo (primer km) ¢ 630
Tarifa variable (km adicional) ¢ 610
Tarifa por espera ¢ 3495
Tarifa por demora ¢ 6125

Fuente: http://www.aresep.go.cr

Cuando el taxi esta detenido (en un semaforo o en una presa) el taximetro, también conocido como
maria, debe ir aumentando €10 cada seis segundos. Cuando el auto avanza, debe variar €10 cada
15 metros. ¢Cuanto tiene que pagar Daniel por un viaje en taxi desde su casa hasta un centro
comercial que se encuentra a 12 kildmetros de distancia, si el taxi se detuvo durante 2 minutos en

una presa?

Solucién del problema 2.1

Para el viaje de ida, Daniel tuvo que pagar € 630 por el primer kildbmetro, y € 610 por cada uno de
los 11 kildbmetros adicionales. Si representamos con la letra a la cantidad adicional a pagar por los
120 segundos en que el taxi estuvo detenido, entonces tenemos la siguiente proporcion:
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j 120% 10 _
La solucién es a = 6 =200 colones. Por lo tanto Daniel tuvo que pagar:

630 + 610 x 11 + 200 = 7540 colones
Existe una aplicacién gratuita para teléfonos celulares conocida como “taxiando”. La aplicacion

funciona en conjunto con el GPS de cada celular para identificar el trayecto del viaje y calcular lo que
el usuario tendria que pagar. Ademas calcula la distancia y el tiempo del recorrido.

Taxiando

Iniciar

Problema 2.2: agente vendedor

Estrella es agente vendedora en una empresa que fabrica maquinas de coser. Su salario mensual es
el salario minimo, que actualmente es de €320 961, mas la comision por las ventas. La empresa
otorga un 5% por la venta de cada maquina de coser manual Puntada Segura que vale ¢195 000
cada. Estrella espera ganar en este mes al menos un millén de colones (sin los rebajos de ley). ¢ Cual
es la cantidad minima de maquinas de coser Puntada Segura que tendra que vender para alcanzar
su meta?
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Foto tomada por el autor

Solucién del problema 2.2

Designemos con la letra n la cantidad de maquinas que Estrella tendra que vender durante este mes
para alcanzar lo que propuso. La comision ganada por cada maquina vendida es 5% de €195 000, es
decir,

0,05 x 195 000 = 9750 colones

La comisién ganada por la venta de n maquinas es igual a 9750 x n y por lo tanto su salario mensual
(sin los rebajos de ley) es el salario minimo + comisién ganada:

320 961 + 9750 x n colones
Esta cantidad tiene que ser por lo menos igual a un millén de colones, es decir
320961 + 9750 x n = 1000 000

Necesitamos encontrar el menor valor de n natural que satisfaga la inecuacion anterior. Podemos
experimentar con algunos valores de n conforme la tabla abajo:

n 20 40 50 60 70

320961 +9750xn | 515961 | 710961 | 808 461 | 905961 | 1 003 461

Observando la tabla anterior vemos que

60 < n <70
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La cantidad minima n tiene que ser mayor que 60 pero menor o igual que 70. La tabla abajo
proporciona un mejor acercamiento al valor de n.

n 61 63 65 67 69 70

320961 +9750 xn | 915711 | 935211 | 954 711 | 974 211 | 993711 | 1 003 461

Concluimos que la cantidad minima de maquinas de coser que tendra que vender Estrella para
alcanzar la meta de un millon de colones es igual a 70, pues si vende 69 maquinas no alcanza el
millon de colones.

Es claro que si vende mas de 70 maquinas también sobrepasara el millon de colones, pero si vende
menos de 70 no alcanzara su meta. Por lo tanto la cantidad minima de maquinas a vender es
exactamente 70.

Problema 2.3: digitadora de documentos

Paula trabaja como digitadora de texto y cobra € 2400 por trabajo mas una cantidad que depende del
numero de paginas digitadas segun la siguiente tabla:

Primeras 10 paginas @ 350 por pagina
Siguientes 20 paginas @ 300 por pagina
Siguientes paginas @ 250 por pagina

Foto propiedad del MEP Costa Rica

a) Marianela la contraté para que editara el texto de un articulo de 16 paginas. ¢ Cuanto pagd
Marianela por el trabajo?

b) Luis la contratd para que editara el texto de un informe de 37 paginas. ¢ Cuanto pago Luis por
el trabajo?
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Solucioén del problema 2.3

a) El costo por la digitacion de las 10 primeras paginas fue de 350 x 10 = 3500 colones mientras
que el costo de las 6 paginas restantes fue de 300 x 6 = 1800 colones. Por lo tanto el costo
por el trabajo completo fue de

2400 + 3500 + 1800 = 7700 colones

b) Por las primeras 10 paginas Luis tiene que pagar 3500 colones. Para las 20 paginas que
siguen pagara 300 x 20 = 6000 colones, y para las 7 paginas que siguen pagara 250 x 7 =
1750 colones. El costo por el trabajo completo fue de

2400 + 6000 + 1750 = 13 650 colones

Problema 2.4: Ensalada de frutas

David quiere llevar algunas manzanas para la ensalada de frutas que van a preparar en su escuela
para la fiesta de fin de afo. Su papa le regalé 5000 para que él compre la mayor cantidad posible de
manzanas. Si el precio de cada manzana gala es €260, ¢ cual es la mayor cantidad de manzanas que
David podra comprar?

Solucién del problema 2.4

Si utilizamos la letra m para indicar la cantidad de manzanas que David puede comprar con los cinco
mil colones entonces podemos plantear la siguiente inecuacion:

260 x m < 5000

La solucioén es lo que es aproximadamente 19,23. Pero como m es un numero entero entonces

la mayor cantidad que David puede comprar son 19 manzanas. Esto le costaria 4940 y sobrarian
60.
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Médulo 3: Razén, proporcion y porcentaje

Problema 3.1: capacitaciones en linea

Lea atentamente la
siguiente noticia publicada
el domingo 5 de octubre
del 2014 en el periddico
La Nacién.

a) Si en el afo 2013 fueron desarrolladas 18 actividades de capacitacién en la modalidad de
videoconferencia o de cursos virtuales, ¢cuantas actividades de capacitacion fueron brindadas
en otras modalidades en el 2013?

b) De los 46 500 docentes de I, Il, lll ciclos y ciclo diversificado, ¢ cuantos asisten a los cursos de
capacitacion? jcuantos afirman llevar el conocimiento adquirido a sus clases?

Solucioén del problema 3.1

La parte de la noticia que contiene los
datos que nos interesan se encuentra
resaltada en la figura del lado:
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a) La informacién indica que el 5% de las actividades de capacitacion fue dada en forma de
videoconferencia o curso virtual. Por lo tanto las 18 actividades mencionadas representan el
5%. Si la cantidad total de actividades de capacitacion es representada por la letra n entonces
tenemos la siguiente proporcion:

18 n

5 100

La solucién es n=360. La cantidad de actividades de capacitacién brindadas en otras modalidades
representan el 95% del total n, es decir, 95% de 360, o bien 360 —18 = 342.

b) Tenemos que calcular el 20% del 40% del total de educadores, es decir,

20 40 . 46500 = 2X4%46500 _ ooh
100 100 100
Concluimos que unicamente 3720 docentes afirman llevar el conocimiento adquirido en las

capacitaciones a sus clases.

Problema 3.2: el partido Saprissa-Boca Juniors

Lea atentamente la siguiente noticia que fue
publicada en el periédico La Nacion:

(Aproximadamente cuantas personas podran
asistir al partido de futbol entre el Saprissa y el
Boca Juniors si todas las entradas son
vendidas?

Solucioén del problema 3.2

En la informaciéon leemos que el 43% de las
entradas vendidas representan cerca de 15
000 tiquetes. Si representamos con la letra n la
cantidad de tiquetes que corresponden al
100% de entradas vendidas, y considerando
que cada aficionado ocupa un tiquete para
ingresar al estadio, entonces tendremos la
siguiente proporcion:

Proyecto Reforma de la Educacion Matematica en Costa Rica, 2015 15



Curso Bimodal, Relaciones y Algebra para I y Il ciclos.
Ejercicios Adicionales

15000  n
43 100
En la proporcién anterior hemos utilizado el signo de aproximadamente igual “=” en lugar del signo

de igualdad pues el numero de tiquetes vendidos no era exactamente 15 000.

La solucion n = 34 883,72 no es entera. Al tratarse de cantidad de personas, tiene que ser un numero
entero. Por lo tanto podemos tomar como solucién n = 34883, es decir, aproximadamente 34 883

personas podran asistir al partido.

Problema 3.3: la bandera

La figura adjunta muestra una bandera de Costa Rica con una altura de 4 cm y con largo de 6 cm.

Bandera de Costa Rica, razon 2:3

Si queremos hacer otra bandera de Costa Rica que tenga 1 m de altura entonces ¢ cual tiene que ser
el largo de la bandera para mantener la razon dada?

Solucioén del problema 3.3

La proporcion es util para ampliar o reducir objetos. Aqui queremos ampliar la bandera de Costa Rica
manteniendo la misma razén de la bandera dada.

Queremos mantener la razén entre el largo y la altura que es de
6
—=15
4

Para una altura de 100 cm, pues 1 metro es equivalente a 100 cm, si utilizamos la letra a para el largo
de la bandera ampliada entonces

a

— =15
100

Por lo tanto el largo de la bandera ampliada es a = 100 x 1,5 =150 cm que equivale a 1,5 metros.
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Problema 3.4: Ofertas

En el siguiente recorte de periddico

¢ Cual es el porcentaje de descuento para cada uno de los tres productos, si comparamos el precio
actual con el anterior?

Solucién del problema 3.4

El precio de cada malla con 15 unidades de naranjas cuesta €895, y su precio anterior era de ¢2055.
Por lo tanto el ahorro es de £1160, lo que representa

EXIOO

2055

Lo que es aproximadamente 56,45% de descuento. El ahorro por la compra de cada kilo de repollo
blanco es de

OB =23 100=22 %100
615 615

Aproximadamente 52% de ahorro por kilo de repollo blanco. Finalmente para cada kilo de zanahoria
se ahorra:

735-59%0 x 100 = 145 x 100 (cerca de un 19,73%)
735 735
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