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Curso bimodal para el Tercer Ciclo: Enfoque de Resolucién de problemas

Presentacion

El Curso bimodal para el Tercer Ciclo: Enfoque de Resolucién de problemas forma parte
del proyecto Reforma de la Educacion Matematica en Costa Rica. Este proyecto del
Ministerio de Educacion Publica es apoyado por la Fundacién Costa Rica-Estados
Unidos de América para la Cooperacion.

Este proyecto ha buscado y buscara apoyar la reforma de la educacion matematica en
Costa Rica por medio de la elaboracion de un nuevo curriculo escolar y de documentos
de apoyo curricular, la capacitacion de docentes y la creacion de medios que apoyen la
implementacion de los programas, objetivos macro a realizar con base en practicas
exitosas en la ensefianza de las Matematicas y resultados positivos de la investigacion
tanto a nivel nacional como internacional. La poblacidn con la que este proyecto trabaja
directamente son educadores de primaria y secundaria que deben ensefar
Matematicas, asesores pedagodgicos y nacionales, y otros funcionarios del MEP.

Este proyecto cobra gran trascendencia luego de conocerse en el 2011 los resultados
en el rendimiento de Costa Rica en las pruebas PISA 2009+, que revelan que el pais
posee importantes debilidades en Matematicas. El progreso nacional obliga a medidas
de gran envergadura para poder responder con seriedad a esta realidad. Este proyecto
ofrece una respuesta integral a los desafios colocados por este diagnostico ineludible
de tomar en cuenta.

El curso bimodal para el Tercer Ciclo posee como objetivo familiarizar a los docentes
con el enfoque principal de los nuevos programas de estudio: la resolucion de
problemas, con especial énfasis en contextos reales. Para ello incluye dos tipos de
unidades didacticas: el primero busca aportar elementos de la fundamentaciéon del
curriculo, y el segundo presentar varias situaciones educativas en las diversas areas
matematicas de este ciclo mediante las cuales se pueda trabajar con ese enfoque.
Dominar los principales elementos de la fundamentacion general es indispensable para
poder comprender y llevar a las aulas con efectividad los nuevos programas. Es por eso
que se solicita a los participantes de este curso comenzar con una amplia dedicacion a
su estudio y a la realizacion de las practicas que se incluyen. Solo asi sera posible
visualizar y manejar con propiedad las otras unidades. No obstante, se da flexibilidad al
participante para realizar las practicas a lo largo de todo el curso.

Se ha decidido, en cuanto al segundo tipo de unidades, abarcar cuatro de las areas que
se proponen en los nuevos programas. En Numeros se deja de lado la visién conjuntista
para dar paso al tratamiento del sentido numérico, el calculo operacional y mental.
Geometria que incluye tépicos relacionados a la visualizacion espacial,
transformaciones geométricas y plano cartesiano. Estadistica y Probabilidad aunque si
se contemplaba en los programas anteriores, no existia un trabajo continuo y articulado
de los conceptos estadisticos y de probabilidad como el que se ofrece ahora desde
primaria. Relaciones y Algebra como novedad introduce el trabajo con sucesiones y el
tratamiento de la funcion lineal y la cuadratica. El area de Medidas se trabajara de forma
transversal respecto a las otras areas antes mencionadas. Estas cuatro unidades
poseen una gran unidad que se la brinda el propdsito de todo el curso: comprender y
usar el enfoque del curriculo. No todos los topicos del Tercer Ciclo se incluiran en este
curso, solo algunos que son mas novedosos o que se prestan mejor para mostrar el
enfoque. Es decir, este curso no pretende ofrecer una capacitacién completa. Se busca
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dar algunos elementos al docente para que éste en el desarrollo de su accion
profesional auténoma siga ampliando su dominio del enfoque curricular, de los
contenidos programaticos y de la forma de trabajarlos en las aulas.

En la elaboracién de esta unidad han participado diversas personas como autores,
revisores, editores tematicos y de estilo y forma y varios colaboradores. Ha sido
producto de un amplio esfuerzo colectivo realizado con mucha seriedad vy
profesionalismo, con mucho carifio y con ritmos de tiempo muy intensos.

En el 2013, sin embargo, se desarrollaran otros cursos bimodales en esencia con los
mismos propositos, pero esta vez enfatizando algunas dimensiones incluidas en los
programas, como el uso de la historia de las matematicas y el uso de las tecnologias.
En el 2014, otros cursos bimodales brindaran mayor atencion a la Estadistica y
Probabilidad.

A partir del 2013 se aportaran cursos totalmente virtuales que permitirdn repetir los
cursos bimodales con otra modalidad, y reforzar los medios para ampliar la capacitacion
a mas educadores.

A partir del 2013 también se contara con una comunidad virtual especializada para la
educacion matematica que permitird integrar varias de las diversas acciones de
capacitacion y de implementacion de los programas, y servir como un medio dinamico
para compartir experiencias y para obtener recursos didacticos.

Para la implementacion eficaz de los nuevos programas y para avanzar en la reforma
de la Educacion Matematica en el pais, se esta disefiando este afio un plan de
transicion, y también se llevaran a cabo planes pilotos en la Primaria y Secundaria del
2012 al 2014.

Todas estas acciones poseen un efecto integrador y sinérgico.

Deseamos que este curso pueda resultarles de gran provecho y sobre todo de
motivacion para avanzar en los cambios que en la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas requieren nuestros nifios y jovenes.

Cordialmente,

Angel Ruiz

Director general
Proyecto Reforma de la Educacién Matematica en Costa Rica.
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Numeros

Habilidad general

Conocer y aplicar algunos conceptos del area de Numeros en
Tercer ciclo para el planteamiento y resolucién de problemas
en el aula.

Introduccion

Algunos de los resultados de investigaciones sefalan la
necesidad de robustecer en el curriculo un sentido numérico;
esto refiere, por ejemplo, al uso de los numeros para
representar situaciones o entidades de la realidad, a la
estimacién numérica de valores y de las operaciones
aritméticas, a la ‘“razonabilidad” de calculos. Un sentido
numérico permite ver que una suma como 10/11 + 12/13 se
aproxima a 2 sin necesidad de hacer los calculos. También
esta estrechamente asociado a operaciones y calculos, es el
que permite decidir sobre cual es la estrategia mas adecuada
para enfrentar un problema: calculo mental, estimacion
aproximada, trabajo sistematico con papel y lapiz, el uso de
calculadora o incluso la computadora.

Este material esta dirigido a docentes de secundaria con el fin
de analizar algunos topicos de Numeros y poder construir
actividades didacticas y problemas para esta area. Tomando
en cuenta el enfoque de los recién aprobados programas de
estudio en Matematicas, se presentan actividades vy
definiciones de algunas de sus nociones basicas.
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l. Sentido humérico

Actividad 1

Considere la informacion de la siguiente tabla

Exportaciones Importaciones oo PIB
totales de bienes totales de bienesy PIB total Indice de per cépita
y servicios (X) servicios (M) (en millones a;)(eitl;;a Poblaciéon (en ddlares)
(en millones de (en millones de de ddlares) PIB
délares) délares) PIB Poblacién
Guatemala 3909 7669 22 834 13 028 000
El Salvador 4728 7328 15298 6 762 000
Honduras 3537 5380 7528 6 968 000
Nicaragua 1507 2551 4770 5532000
Costa Rica 10914 10 642 21081 4399 000
Panama 10910 10 508 15474 3287 000

Fuente: Estado de la Regién en Desarrollo Humano Sostenible, 2008

a. ¢Cual de los seis paises exportd en bienes y servicios mas millones de dblares?
¢Cuanto representa esa cantidad en colones?
b. El indice de apertura es el peso que tiene en la produccién de un pais el comercio
internacional. Es decir, entre mayor sea este indice, la economia de ese pais
depende de otros paises. Se calcula sumando las exportaciones y las importaciones
y dividiendo el total entre el Producto Interno Bruto (PIB). Determine el indice de
apertura para cada pais y coloque el resultado en la quinta columna.
c. El PIB per capita es el PIB dividido por su poblacién y representa el valor promedio
de los bienes y servicios producidos por persona en un pais. Determine el PIB per

capita de cada pais y coloquelo en la ultima columna.

Analisis de la Actividad 1

El objetivo de la actividad es darle un significado a los nUmeros a través de ejemplos
concretos. El ejemplo se pudo haber planteado solamente como la resolucion de la
operacion:
10914 + 10 642
21081

Sin embargo, plantear un problema donde cada uno de los numeros tiene un significado
(exportaciones, importaciones, PIB, etc.) y con datos reales permite que las
Matematicas tengan sentido para los estudiantes.

Al rellenar la quinta columna del cuadro se puede realizar un analisis con los resultados.
Por ejemplo, se pueden realizar preguntas como: ¢ cual pais depende mas (o depende
menos) de la economia internacional?
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. Importacion
Exportaciones
es totales Lo PIB
totales de . Indice de .
. de bienesy PIB total per capita
bienesy L. . apertura . B
. servicios (en millones Poblacién (en dolares)
servicios (X) , X+M
. (M) de ddlares) PIB
(en millones de . PIB ST
, (en millones Poblacion
ddlares) ,
de ddlares)
Guatemala 3909 7669 22834 0,5071 13 028 000
El Salvador 4728 7328 15298 0,7881 6 762 000
Honduras 3537 5380 7528 1,1845 6 968 000
Nicaragua 1507 2551 4770 0,8507 5532 000
Costa Rica 10914 10 642 21081 1,0225 4399 000
Panama 10910 10508 15474 1,3841 3287 000
Para completar la ultima columna se puede caer en el error de llenarla asi:
Exportaciones Importaciones PIB total PIB
totales de totales de indice de -
bienes y bienesy (en apertura per capita
. . millones P Poblacién (en délares)
servicios (X) servicios (M) de X+ M PIB
(en millones de (en millones dolares) PIB -
ddlares) de ddlares) Poblacién
Guatemala 3909 7669 22834 0,5071 13 028 000 0,001452
El Salvador 4728 7328 15298 0,7881 6 762 000 0,002262
Honduras 3537 5380 7528 1,1845 6 968 000 0,001080
Nicaragua 1507 2551 4770 0,8507 5532 000 0,000862
Costa Rica 10914 10 642 21081 1,0225 4399 000 0,004792
Panama 10910 10508 15474 1,3841 3287 000 0,004707

El error esta en tomar como referencia los datos absolutos dados y en dividir las
cantidades de la cuarta y sexta columna. Sin embargo, los datos de la cuarta columna
estan dados en millones de ddlares, por lo que lo correcto es:

Exportaciones Importaciones
PIB total Co PIB
totales de totales de Indice de -
bienesy bienesy (en apertura per capita
. . millones P Poblacién (en ddlares)
servicios (X) servicios (M) de X+M PIB
(en millones de (en millones dolares) PIB -
ddlares) de ddlares) Poblacién
Guatemala 3909 7669 22834 0,5071 13 028 000 1752,68
El Salvador 4728 7328 15298 0,7881 6 762 000 2262,34
Honduras 3537 5380 7528 1,1845 6968 000 1 080,36
Nicaragua 1507 2551 4770 0,8507 5532 000 862,25
Costa Rica 10914 10 642 21081 1,0225 4399 000 4792, 22
Panama 10910 10508 15474 1,3841 3287 000 4707,63

Costa Rica con

respecto a

los otros paises del

De igual forma los resultados se pueden aprovechar para el analisis de la situacién de
istmo centroamericano.
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Il. Teoria de numeros

Actividad 2

Analizar los divisores del nimero 120.

Analisis de la Actividad 2

En este caso, la actividad pretende retomar los conceptos de teoria de numeros vistos
en la educacion primaria y darles un nivel mayor de profundidad.

Es importante que tal vez por medio del uso de la pregunta dirigida se repasen estos
conceptos.

El docente (D) puede dirigir un dialogo con sus estudiantes de la siguiente forma:
D: ; Qué numeros dividen al 120 y por qué?

Daniel: Dos profe, ya que es un nimero par.

D: Correcto. ¢ Dicho numero tiene mas divisores?

Eunice: Si, el tres, dado que sus cifras suman un numero que es multiplo de tres.
También el cinco pues termina en cero.

D: ;Este numero es multiplo de 107?
Ana: Si, porque 12-10 = 120.
El docente escribe lo siguiente:

a. 120=12-10
b. 120=2-2-2-3-5
c. 120=12-2-5

D: ;Cual de las representaciones anteriores corresponde a la descomposicion en
factores primos del niumero 120?

Enrique: La opcién b, ya que las otras contienen cantidades que no corresponden a
numeros primos.

Otra alternativa metodoldgica consistiria en que el docente pueda dejar que sus
estudiantes trabajen de forma independiente, individualmente o en subgrupos y
determinar todas las posibles caracteristicas de dicho numero. Luego, se realizaria una
etapa de discusion de las caracteristicas observadas (quizas mediante el uso de
preguntas como las utilizadas en la propuesta con pregunta dirigida), con la cual,
posteriormente, se puede hacer el cierre o la clausura de la leccion repasando los
siguientes conocimientos:
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Divisibilidad, factor y miltiplo de un nimero

Decimos que un numero entero a es un factor de b, o bien a es divisor de b (b es
divisible por a) o b es multiplo de a si el residuo de la division euclidea de b entre a es

alb . -
cero. Se suele expresar de la forma | , que se lee a divide a b; 0 a es divisor de b, o
también b es multiplo de a.

Nétese que al decir que a|b, se afirma que b = a‘k, k nimero entero. Por ejemplo, 3|21,
ya que 21 =3:7; pero 21 no es divisible por 8, pues no existe un entero c tal que
21 = 8 - c. Es decir, el residuo de la divisién euclidea de 21 entre 8 no es cero.

Criterios de Divisibilidad

» Un numero natural es divisible por 2 si es par. O bien, si la ultima cifra del
numero es 0, 2, 4, 6, 8.

» Un ndamero natural es divisible por 3 si la suma de sus cifras es multiplo de 3.
Por ejemplo:

1371 es divisible por 3 ya que 1+3+7+1 = 12 y este numero es multiplo de 3

» Un ndamero natural es divisible por 5 si la ultima cifra del nimero es 0 o0 5.

» Un numero natural es divisible por 7 si al restar el doble de las unidades al

numero que queda suprimiendo la cifra de las unidades, el resultado es un
multiplo de 7. Por ejemplo:

203 es divisible por 7 pues 2-:3 =6y 20 — 6 = 14 y este es multiplo de 7.

» Un numero es divisible por 11 si la suma de los digitos de las posiciones pares
menos la suma de los digitos de las posiciones impares es un multiplo de 11.
Por ejemplo, 1325171903 es divisible por 11 pues

3+9+7+5+3 = 27 y 0+1+1+2+1 =5y 27 — 5 = 22 es multiplo de 11.
NUmeros primos y compuestos

Un numero natural p > 1 se llama primo si sus unicos divisores positivos son 1 y p, en
caso contrario se denomina numero compuesto. De esta forma, se tiene que

2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59
son los numeros primos menores que 60. El resto de numeros mayores que 1y

menores que 60 se pueden escribir como productos de estos, por lo que son
compuestos.

Descomposicion prima de un nimero natural

Todo numero entero positivo mayor que 1 se puede descomponer en factores primos,
es decir a=p;-py p3-pPn, donde pq, P2, P3 c*,Pn SON numeros primos. A
continuacion, se presentan las descomposiciones de algunos numeros naturales:

36 = 2-2:3-3 0 bien 36= 22-32
120 = 2-2-2-3-5 0 bien 120 = 23-3-5

Numeros 9
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@ Un poco de historia

La fascinacion por el estudio de los nimeros primos ha existido desde tiempos antiguos.
Desde entonces varios matematicos han propuesto formulas que calculan numeros
primos (no todas validas para ciertos valores), teoremas que hacen uso de ellos y hasta
conjeturas que permiten avanzar en su estudio. Como lo describen Barrantes, Dias,
Murillo y Soto (1998):

En la Escuela Pitagérica el nimero era concebido como un elemento natural que formaba
parte del universo. La contribucién mas importante de dicha escuela fue la distincién entre
nimeros primos y nimeros compuestos. Eratéstenes (Il a.C.) describe un método llamado
“criba” para reconocer si un nimero es primo. Schosten (siglo XVIII), utilizando el mismo
método, public6 una tabla hasta el 10 000, y otros publicaron tablas hasta 1 020 000.

Una de las primeras y mas frecuentes preguntas que se hace al introducir el tema es si existe
una férmula para determinar nimeros primos. No existe pero muchos matematicos
aficionados y profesionales han ensayado con diferentes expresiones para determinar una
férmula para nimeros primos. Por ejemplo, Leonard Euler (siglo XVIII) tenia que el polinomio
n2+n+41 siempre da primo para nimeros enteros del cero al 40; o bien Mersenne que afirmé
en 1664 que 2p - lesprimosip=2,3,5,7,13,17,19,31, 67,127 y 257 y para ningdn primo p
< 258.

Los primos poseen propiedades interesantes como que todo entero mayor que 2 se puede
escribir como producto de primos, que da la idea de que los nimeros primos son la “esencia”
de los naturales.

Existen muchas conjeturas acerca de los numeros primos. Una de las mas famosas es la
conjetura de Goldbach que dice:

Todo niimero par mayor que 2 se puede escribir como la suma de dos primos.

Esta conjetura estd aun sin resolver. A principios del siglo XX, el matematico ruso I
Vinogradov demostré que todo impar mayor que uno se puede escribir como la suma de tres
primos; curiosamente la demostracién usa variables complejas.

Actividad 3

Alicia va al club cada dos dias, Carlos va cada tres, Daniel cada cuatro y Luis cada
cinco dias. Si hoy estan todos en el club, ;dentro de cuantos dias sera la préxima vez
que vuelvan a reunirse?

Analisis de la Actividad 3

En este tipo de problemas es importante asignar el tiempo necesario para que se pueda
explorar de una forma intuitiva y utilizar conocimientos previos. Por ejemplo, se podria
hacer una simulacion de la situacion con el objetivo de ver si hay algun patrén que
pueda servir para encontrar la solucién.

No necesariamente se debe resolver el problema mediante un procedimiento deductivo,
puede ser inductivo; por esto es importante utilizar diferentes esquemas, dibujos,
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materiales concretos, etc. Una idea es pensar que se vieron cualquier dia de la semana,
por ejemplo lunes, y hacer un esquema por semanas, como el siguiente:

Semana 1l | Lunes Martes Miércoles | Jueves Viernes | Sabado Domingo
Alicia X X X X

Carlos X X X

Daniel X X

Luis X X

Semana 2 | Lunes Martes Miércoles | Jueves Viernes | Sabado Domingo
Alicia X X X

Carlos X X

Daniel X X

Luis X

Es claro que con este procedimiento tardara mucho en encontrar la solucién. Sin
embargo, lo realizado evidencia ciertas caracteristicas del problema. Por ejemplo:

Coincidencias Cantidad de dias | Observacion
transcurridos

Alicia y Daniel 4 4 es multiplode 2y 4

Alicia y Carlos 6 6 es multiplode 2y 3

Alicia y Daniel 8 8 es multiplode 2y 4

Alicia, Carlos y Daniel 12 12 es multiplo de 2, 3y 4.

De lo anterior, se puede especular que al menos dos personas suelen coincidir en dias
que corresponden a un multiplo comun a los periodos en que suelen asistir a dicho
lugar. Asi se puede pensar que el problema se resuelve si obtenemos un multiplo
comun a 2, 3, 4, 5 dias. Sin embargo, como se requiere determinar el dia mas préximo
en que se van a reunir, dicho multiplo debe corresponder al minimo que se puede
establecer entre ellos.

Se necesita una cantidad de dias donde todos coincidan, es decir se requiere un
numero de dias que sea divisible por 2, 3,4 y 5.

Finalmente, durante la etapa de clausura se formalizaria la siguiente nocion:

Minimo comin multiplo

El minimo comun multiplo de dos numeros naturales a y b, es el menor nimero natural
¢ que es multiplo de ambos. Se denota por m.c.m.

Numeros 11



Curso bimodal para el Tercer Ciclo: Enfoque de Resolucién de problemas

A continuacion se expone el algoritmo tradicional para su obtencion, tomando como
referencia la situacion anterior:

2 3 4 5|2
13 2 5|2
3 1 5|3
1 515
T —

60

Asi, deberian pasar 60 dias para que vuelvan a reunirse. Problemas en los cuales se
usa esta nocion como estrategia de solucion se mencionan a continuacion:

a. Un camionero viaja a Caldera cada 18 dias, otro va cada 15 dias y un tercero
va cada 8 dias. Hoy 10 de enero han coincidido en Caldera los tres viajantes.
¢, Cual es la fecha mas cercana en qué volveran a coincidir en dicho lugar?

b. Teresa tiene un reloj que da una sefial cada 60 minutos, otro reloj que da una
sefial cada 150 minutos y un tercero que da una sefal cada 360 minutos. A las
9 am los tres relojes han coincidido en dar la sefal. { A qué hora volveran a dar
la sefal otra vez juntos?

c. Tres avisos luminosos encienden sus luces asi: el primero cada 6 segundos, el
segundo cada 9 segundos y el tercero cada 15 segundos. A las 7 de una noche
se encienden simultdneamente los tres avisos. ¢Cuantas veces coinciden
encendidos los avisos en los 9 minutos siguientes?

d. Rosa tiene cubos azules de 55 mm de arista y cubos rojos de 45 mm de arista.
Apilando los cubos en dos columnas, una de cubos azules y otra de cubos
rojos, quiere conseguir que las dos columnas sean iguales. §Cuantos cubos,
como minimo, necesita de cada color?

Actividad 4

Damaris y Johan tienen 25 lentejuelas blancas, 15 azules y 90 rojas. Ellos quieren hacer
el mayor nimero de collares de forma tal que se utilice igual cantidad de abalorios para
cada color y sin que sobre ninguna lentejuela.

a. ¢Cuantos collares iguales pueden hacer?
b. ;Qué numero de lentejuelas de cada color tendra cada collar?
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Analisis de la actividad 4

Al igual que la actividad anterior, se debe dar espacio para explorar el problema de una
forma intuitiva y con ello vislumbrar algunas caracteristicas importantes que permitan
encaminar su resolucién.

Si se desea confeccionar 2 collares con las condiciones establecidas, se tiene que:

25 lentejuelas blancas 15 lentejuelas azules 90 lentejuelas rojas

Se ocupan 12 para cada | Se ocupan 7 para cada | Se ocupan 45 para cada
uno. uno. uno.

Sobra una lentejuela Sobra una lentejuela No sobran lentejuelas

Dado que sobran lentejuelas, dicha opcion se descarta. De igual forma no se podrian
confeccionar 3 collares. Observe:

25 lentejuelas blancas 15 lentejuelas azules 90 lentejuelas rojas

Se ocupan 8 para cada | Se ocupan 5 para cada | Se ocupan 30 para cada
uno. uno. uno.

Sobra una lentejuela No sobran lentejuelas No sobran lentejuelas

Lo anterior evidencia que al no sobrar lentejuelas se debe buscar confeccionar una
cantidad de collares que sea divisor de cada uno de los grupos establecidos por color.
Con lo cual se puede concluir que 5 collares es la mejor opcion, dado que:

25 lentejuelas blancas 15 lentejuelas azules 90 lentejuelas rojas

Se ocupan 5 para cada | Se ocupan 3 para cada | Se ocupan 18 para cada
uno. uno. uno.

No sobran lentejuelas No sobran lentejuelas No sobran lentejuelas

Maximo comun divisor

El maximo comun divisor de dos numeros a y b es el mayor numero entero ¢ que divide
a ambos numeros. Se denota por m.c.d.

A continuacion se expone el algoritmo tradicional para su obtencién, tomando como
referencia la situacion anterior:

25 15 90 |5

5 3 18

Asi, se pueden confeccionar 5 collares, utilizando 5 lentejuelas blancas, 3 azules y 18
rojas.
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A continuacion, se mencionan algunos problemas que son caracteristicos de la
aplicacion de esta nocion para establecer su solucién.

a.

Un ebanista quiere cortar una plancha de madera de 256 cm de largo y 96 cm
de ancho, en cuadrados lo mas grandes posible.  Cual debe ser la longitud del
lado de cada cuadrado? ;Cuantos cuadrados se obtienen de la plancha de
madera?

Juan tiene que poner un rodapié de madera a dos paredes de 12 my 9 m de
longitud. Para ello ha averiguado la longitud del mayor liston de madera que
cabe en un numero exacto de veces en cada pared. ;Cual sera la longitud de
este liston?

Numeros
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lll. NUmeros enteros negativos

Actividad 5

Determine el resultado de las siguientes operaciones:
6—-11
11 -40

Analisis de la Actividad 5

El estudiante es posible que tenga arraigada la creencia de que dichas operaciones son
irrealizables, pues la resta al asociarse con la nocion de “quitar’ no da sentido a que a 6
se le quite 11. Es importante que el docente deje latente la inquietud en el estudiante de
que los resultados de dichas operaciones pueden ser representadas por un nuevo tipo
de numero y asi allanar el camino para la insercion de los numeros enteros negativos.

Actividad 6

Se propone conjuntamente la resolucién de los siguientes problemas:

i.  El yak es un animal que habita en las montarias del Tibet a unos 5000 metros
sobre el nivel del mar y el cachalote vive 5 900 metros mas abajo. Determine la
altura aproximada en la que suele vivir este ultimo.

ii. La temperatura promedio en la ciudad de San José es de 25° C. Durante el
invierno, ciudades como Nueva York pueden experimentar hasta 30° C menos.
Describa a qué temperatura puede estar dicha ciudad.

iii.  Leonard Euler (1707-1783) ha sido uno de los matematicos més productivos en la
historia y 23 siglos aproximadamente antes que él nace Thales de Mileto, el cual
es considerado el primer matematico en preocuparse por la demostracion de las
propiedades de las figuras geomeétricas. ;En qué siglo nacié aproximadamente
Thales de Mileto?

Analisis de la Actividad 6

Este tipo de actividad es una buena oportunidad para introducir los numeros enteros
negativos usando problemas contextualizados. Se espera que el estudiante esté
familiarizado intuitivamente con términos que suelen mencionarse frecuentemente en
las noticias o en el estudio de otras areas como Estudios Sociales y Ciencias para
establecer estrategias de resolucion. Por ejemplo: temperaturas bajo cero, afios antes
de Cristo, alturas sobre el nivel del mar y bajo el nivel del mar y situaciones de deudas y
ganancias, entre otros. En este caso seran importantes las formas de representacion
grafica de las respuestas obtenidas para su comprension.
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San Joseé

Nueva York

40|

80

600

5000 m yak

4000 m

3000m

2000 m

1000 m

Nivel del mar

cachalote
1000 m

300 1800

Thales

1 L,
Nacimiento
de Cristo

Euler

Para i. el cachalote estaria a una profundidad de 900 m.

En el caso de ii, se puede observar que Nueva York tendria una temperatura de hasta

5°C bajo cero.

Finalmente, Thales de Mileto naci6é aproximadamente en el siglo VI antes de Cristo.

Nota: El docente se debe apoyar en las respuestas que dan los estudiantes para
formalizarar la existencia y representacion de los nUmeros enteros negativos, asi como
otros contextos donde suelen ser usados.

Posteriormente se pueden plantear problemas donde ya se haga uso de la notacion de
numero negativo para la interpretacion de informacién. Por ejemplo:

En el siguiente cuadro aparecen las ganancias o pérdidas en cada mes en el afo 2011

de una empresa.

Ventas de la compaiiia (en millones de colones)

25

20

> \\/\

Numeros
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¢En qué meses la empresa tuvo pérdidas?

¢En qué meses la empresa tuvo ganancias?

¢ En qué meses no hubo ni ganancias ni perdidas?

¢, Cual es la ganancia total en los primeros seis meses?

¢ Cudl es la ganancia total en el segundo semestre?

¢, Cual fue la situacion de la empresa en los meses de mayo, junio, julio y
agosto?

"0 Q0o

A través de esta actividad, aparte del analisis de la grafica que se debe realizar, se
puede trabajar contextualizadamente el concepto de numero negativo y operaciones
con los numeros enteros. Precisamente este tipo de actividades son las que buscan que
sea el estudiante el que deduzca un concepto nuevo, en este caso la operatoria con los
numeros enteros y que posteriormente sea el docente el que formalice dicho
conocimiento.
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IV. NuUmeros racionales

Actividad 7
Lea el siguiente extracto de libro El Diablo de los nimeros” escrito por Hans Magnus
Enzensberger.
§pELOS Y
q?p‘ M.‘g‘\“ E\ \ s
\ ,s(_‘:g.g‘% sm;;.‘ §
Capitulo 4

La cuarta noche

El diablo de los nimeros alzé su bastén, y ante los ojos de Robert aparecio
una nueva calculadora. No era tan ranujienta como la anterior, pero a
cambio era gigantesca: un mueble acolchado y peludo, tan largo como una
cama o un sofa. A un costado habia una tablita con muchas teclas
acolchadas, y el campo en el que se podian ver las luminosas cifras llenaba
todo el respaldo del extrafio aparato.

-Bueno, teclea uno entre tres -ordend el anciano.

41:3
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(...) En la interminable ventanita aparecio la solucion, en letras verde claro:

-¢,Es que no termina nunca? -pregunté Robert.

-Si -dijo el diablo de los numeros-. Termina donde termina la calculadora.
-.Y luego qué?

-Luego sigue. Solo que no puedes leerlo.

-Pero siempre sale lo mismo, un tres tras otro. jEs como un tobogan!

-En eso tienes razon.

-Bah -murmuré Robert-. jEs demasiado tonto! Para eso yo escribo
simplemente un tercio. Asi:

wla

Y me quedo tan tranquilo.
-Muy bien -dijo el anciano.
(...) Soélo me gustaria saber de donde salen todos esos treses.

Es asi: el primer tres que hay detras de la coma son tres décimas. Luego
viene el segundo tres, que hace tres centésimas; el tercero, tres milésimas,
etc. Puedes sumarlo todo:

0,3

0,03
0,003
0,0003
0, 00003

¢ Comprendido? ¢ Si? Entonces intenta todo el tiempo multiplicar por tres: el
primer tres, es decir las tres décimas, luego las tres centésimas, etc.

-No hay problema -dijo Robert-. Puedo hacerlo incluso de cabeza:

03x3:09

0,03 X 3 - 0,09
0,003 x3 = 0,009
0,0003 x 3 =0,0009
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Bueno, etcétera.
-Bien. Y si sumas todos los nueves otra vez, ;qué ocurre?

-iUn momento! 0,9 mas 0,09 son 0,99; mas 0,009, 0,999. Cada vez mas
nueves. Parece seguir eternamente asi.

-Parece. Pero, si lo piensas bien, veras que no es cierto. Si sumas los tres
tercios, tendria que salir 1, ;no? Porque un tercio por tres da un entero. Eso
esta claro. ;Entonces?

-Ni idea -dijo Robert-. Falta algo. 0,999 es casi uno, pero no del todo.

(...) El anciano ri6 maliciosamente, levant6 su bastén, lo esgrimié en el aire,
y en un abrir y cerrar de ojos todo el cielo se llen6é de una larga, larguisima
serpiente de nueves que ascendia mas y mas hacia lo alto.

-Basta -exclamo Robert-. jSe marea uno!

-Sélo chasquear los dedos, y habran desaparecido. Pero sélo si admites que
esta serpiente de nueves detras del cero, si sigue y sigue creciendo, es
exactamente igual a uno.

(...)-jJamas! -dijo-. No importa cuanto sigas con tu serpiente, siempre faltara
algo: el ultimo nueve.

-iNo hay un ultimo nueve! -grit6 el diablo de los niumeros.

(...)-Esta bien -dijo Robert-. Me rindo. Pero sélo si nos quitas de encima esta
serpiente de numeros.

-Eso esta mejor.

Trabajosamente, el anciano alzé su bastén, que ya estaba cubierto de
nueves, murmurd en voz baja algo incomprensible... y el mundo estuvo libre
de la culebra.

Numeros
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-jUf! -exclamoé Robert-. ;Esto ocurre sélo con los treses y los nueves? 40
también los otros numeros forman esas repugnantes serpientes?

-Hay tantas serpientes interminables como arena a la orilla del mar, querido.

(...)

-Pero algunas de tus cifras detras de la coma se comportan de forma muy
peculiar. ¢ Quieres que te ensefie como?

-iClaro! Siempre que no llenes toda la playa de esas asquerosas serpientes.

-Tranquilo. Tu gran calculadora lo hara. Sélo tienes que pulsar: siete entre
once.

No hizo falta que se lo repitieran.
7:1 1:063636 3536363636

-iQué esta pasando! -exclamo-. Siempre 63, y 63 y otra vez 63. Es probable
que continue asi para siempre.

-Sin duda; pero esto aun no es nada. jPrueba con seis entre siete!
Robert tecleo:

6 :7:0857 142857 14285 7-

-iSiempre vuelven a aparecer las mismas cifras! -exclamo-: 857 142, y
vuelta a empezar. jEI nimero gira en circulos!

Si, son unas criaturas fantasticas, los numeros. ;Sabes?, en el fondo no hay
nameros normales. Cada uno de ellos tiene sus propios rasgos, sus propios
secretos. Nunca acaba uno de conocerlos. La serpiente de nueves tras el
cero y la coma, por ejemplo, que no termina nunca y sin embargo ejs
practicamente lo mismo que un simple uno.

Numeros
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Con base en la lectura conteste

a. ¢Es 0,999999999...=1?
b. Demuestre que 3x0,333333...= 1

Analisis de la actividad 7

La historia anterior refleja por un lado como puede ser dirigida una situacion de aula
donde se intenta explorar la naturaleza de los numeros racionales y la periodicidad de
su representacion por medio de expansion decimal. Sin embargo, también enfatiza de
forma indirecta la importancia que tienen las diferentes formas de representar nimeros
racionales para justificar algunas percepciones erréneas que se tienen acerca de ellos.

Con respecto a la primera pregunta, la lectura deja en claro que si debe asumirse la
igualdad. Sin embargo, se puede establecer una conexién con el area Relaciones y
Algebra para justificarlo matematicamente. Denotemos con x el numero racional

0,99999...., o sea:

x =0,9999999...

Multiplicando por 10 ambos miembros de la igualdad anterior, se tiene que

10x = 9,9999909...

Si se restan miembro a miembro las igualdades anteriores, se obtiene

10x — x = 9,9999999... — 0,9999999...

9x =9

conloque x =1.

La pregunta b es otra forma de hacer referencia a la
pregunta a, solo que aqui basta con tener claro que

0,33333... = §y resolver la operacion

Se debe procurar que el estudiante
resuelva divisiones sin el uso de la
calculadora para enfatizar cémo es
gue se obtienen las representaciones
decimales de los nimeros racionales.

Las diferentes representaciones de un numero
racional deben valorarse en funciéon del contexto en
que se utilicen, lo cual se pone en evidencia con el
desarrollo de la proxima actividad.

Se debe considerar formas de
representacion que simplifiquen ese
comportamiento infinito periddico de
los numeros racionales. Por ejemplo:

—

13
(9

1.4444... = 1.4

Numeros
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Actividad 8

Ana lee una receta que le envié una amiga para hacer un pastel. Ana manifiesta que no
comprende la forma en que su amiga le envié la informacién pues no esta descrita en la
forma tradicional en que suele hacerse. A continuacién se describe dicha receta:

- 2 huevos.
7 .
-3 tazas de harina.

- % tazas de azucar.
- 0,25 kg de mantequilla.
- g de cucharada de polvo de hornear.

- 0,25 tazas de leche
- Rayadura de naranja.

¢De qué forma se puede ayudar a Ana para que comprenda los datos de la
receta?

Analisis de la actividad 8

El contexto de esta situacion amerita que la forma de representacion mas adecuada
guarde concordancia con el instrumento que se utiliza para hacer la medicién. A
continuacion se propone la forma de reescribir la informacion para que Ana comprenda
el sentido de las mediciones que debe realizar:

2 huevos.
3 tazasy /% de harina.

1tazay /% de azucar.
- Vi de barra de mantequilla.

2 cucharadas y ¥ de polvo de hornear.
Vi taza de leche.
Rayadura de naranja.

Se destaca que cuando se deben medir ingredientes que correspondan a cantidades
mayores que la unidad, se recomienda el uso de notacion mixta y si dichas cantidades
son menores que la unidad, entonces utilizar la notacién fraccionaria.

Los problemas siguientes buscan trabajar con numeros racionales en cualquiera de sus
representaciones y que el trabajo operatorio de los mismos sea natural para el
estudiante.

a. De Heredia Centro a la Basilica de Cartago hay aproximadamente 36,7 Km. Si
una persona camina sin detenerse un promedio de 5, 4 Km por hora, ¢cuanto
tiempo duraria en realizar determinado trayecto?

b. De acuerdo con la figura, ¢qué proporcion representa la cantidad de personas
con SIDA en Honduras? ;Se podria garantizar que El Salvador y Guatemala
tienen el 50% de los casos de SIDA del Istmo Centroamericano? Si en total
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habia 196 700 personas con SIDA en Centroamérica en el afio 2005, ¢;cuantas
personas estaban infectadas en Guatemala?

Casos de personas con SIDA en el 2005

Resto Istmo

Honduras

El Salvador

Guatemala

% Un poco de historia

Desde hace miles de afos, civilizaciones antiguas realizaron procedimientos numéricos
que involucraban el uso de fracciones. Implementaron su propia simbologia,
evolucionando hasta la forma actual de representacion fraccionaria. El siguiente
extracto resume lo especificado anteriormente:

En el Antiguo Egipto ya se calculaba utilizando fracciones cuyos denominadores son enteros
positivos. Cualquier fracciéon que escribimos con un numerador no unitario, los egipcios la
escribian como suma de fracciones unitarias distintas, de ahi que las sumas de fracciones
unitarias se conozcan como fraccidén egipcia. Ademas, se puede demostrar que cualquier
numero racional positivo se puede escribir como fraccién griega.

El jeroglifico de una boca abierta (<<—>) denotaba la barra de fraccién (/), y un arte
numérico escrito debajo de la "boca abierta" denotaba el denominador de la fraccién.

Los babilénicos utilizaban fracciones cuyo denominador era una potencia de 60, mientras que
los egipcios usaron sobre todo las fracciones con numerador igual a 1. En la escritura, la
fraccion la expresaban con un dvalo, que significaba parte o partido, y debajo, o al lado, ponian
el denominador; el numerador no se ponia por ser siempre 1.

Los griegos y romanos usaron también las fracciones unitarias, cuya utilizacién persistié hasta
la época medieval.

En el siglo XIII Leonardo de Pisa, mejor conocido como Fibonacci, introdujo en Europa la barra
horizontal para separar numerador y denominador en las fracciones.

Fuente: http://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_racional
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V. NUmeros irracionales

Actividad 9
Observe los siguientes nimeros:

1,2173913043478260866956521739130434782608669565217391304347826086

695652173913043478260866956521739130434782608669565217391304347826
086695652173913043478260866956521739130434782608669565217391304347
826086695652173913043478260866956521739130434782608669565217391304
347826086695652173913043478260866956521739130434782608669565217391
304347826086695652173913043478260866956521739130434782608669565217
391304347826086695652173913043478260866956521739130434782608669565
217391304347826086695652173913043478260866956521739130434782608669
565217391304347826086695652173913043478260866956521739130434782608
669565217391304347826086695652173913043478260866956521739130434782
6086695652173913043478260866956521739130434782608669565...

2,71828182845904523536028747135266249775724709369995957496696762772407663035354
759457138217852516642742746639193200305992181741359662904357290033429526059563
0738132328627943490763233829880753195251019011573834187930702154089149934884 16
750924476146066808226480016847741185374234544243710753907774499206955170276183
860626133138458300075204493382656029760673711320070932870912744374704723069697
720931014169283681902551510865746377211125238978442505695369677078544996996794
686445490598793163688923009879312773617821542499922957635148220826989519366803
318252886939849646510582093923982948879332036250944311730123819706841614039701
983767932068328237646480429531180232878250981945581530175671736133206981125099
618188159304169035159888851934580727386673858942287922849989208680582574927 .,

3,141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944592307816406286

208998628034825342117067982148086513282306647093844609550582231725359408128481
117450284102701938521105559644622948954930381964428810975665933446128475648233
786783165271201909145648566923460348610454326648213393607260249141273724587006
606315588174881520920962829254091715364367892590360011330530548820466521384146
951941511609433057270365759591953092186117381932611793105118548074462379962749
567351885752724891227938183011949129833673362440656643086021394946395224737190
702179860943702770539217176293176752384674818467669405132000568127145263560827
785771342757789609173637178721468440901224953430146549585371050792279689258 ...

Caracterice estos numeros, determinando semejanzas y diferencias entre ellos.
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Analisis de la Actividad 9

Esta actividad tiene por objeto comenzar a establecer la existencia de numeros
irracionales mediante la exploracion de su notacion decimal. Es claro que después de
una minuciosa revision de las cifras de los tres nUmeros anteriores se puede destacar
una caracteristica comun a ellas y es que su expansion decimal es infinita. Con
respecto a las diferencias se puede observar que los dos ultimos numeros tienen la
particularidad de que su expansion decimal no manifiesta periodo alguno, contrario al
primero en el que si es identificable.

Los docentes no tendran dificultad en notar que el | Los numeros irracionales e y 7 son
segundo y el tercer nUmero son aproximaciones | numeros trascendentales o)
de e y n respectivamente. Es probable que si esta | trascendentes, es decir, no son
actividad es desarrollada por el estudiante, quizas | solucién de una ecuacién con
reconozca el numero m. coeficientes enteros o racionales.

En el contexto estudiantil es importante que la

actividad promueva la identificacion de nimeros que son racionales y los que no lo son,
apoyados en la experiencia que éstos han adquirido en 8° Afio en el tratamiento de los
primeros.

Es importante que al identificar el primer nimero
de esta actividad como racional, hay que tener | S¢ puede sefialar como nota
presente que se puede expresar como el cociente | curiosa para ser investigada el
de dos numeros enteros. Se puede cuestionar si | hecho de que existen mas
los otros dos numeros pueden ser expresados de

numeros irracionales que
esa forma.

racionales.

Esta actividad puede servir como una oportunidad
para introducir los numeros irracionales por medio del componente historico.

Todo lo anterior permite sentar una base para que se pueda formalizar con los
estudiantes el concepto de numero irracional y sus diversas formas de representacion.

Nota: Previamente es importante discutir con los estudiantes cémo el nacimiento de
nuevos tipos de numeros obedece a la necesidad del hombre por representar y modelar
situaciones que no se ajustan a la realidad o las formas de representacion numérica
existentes.
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@ Un poco de historia

Para la introduccién de los numeros irracionales se puede hacer referencia a momentos
historicos y situaciones particulares, como por ejemplo:

>

Hipaso de Metaponto (500 a.C.) se cree que fue el primero en descubrir la
existencia de numeros irracionales, en un momento en el que los pitagoricos
pensaban que los numeros racionales podian describir toda la geometria del
mundo. Al descubrir que v2 es un nimero irracional Hipaso de Metaponto habria
roto la regla de silencio de los pitagodricos revelando en el mundo la existencia de
estos nuevos numeros, hecho que segun algunos generd su expulsion de la
Escuela Pitagorica y su condena a muerte.

Hubo numerosos intentos fallidos en la antigiedad por expresar la razon entre la
medida de la circunferencia y su diametro como una medida racional, que
terminaron en 1767 cuando el matematico aleman Johann H. Lambert (1728 -

1777) determina la irracionalidad del numero .
Desde el afio 1650 a.C. se calculé que = % = 3,160493827160494 ... y en el

afio 2010 gracias a las computadoras, se han podido calcular 5 000 000 000 000
de decimales.

Un namero que aparece en la naturaleza, en el arte y el disefio, el denominado
numero aureo, es representado con la letra griega fi en honor a Fidias (490-431
a.C.), escultor griego de la antigliedad, quien lo tuvo presente en sus obras.

1+V5
2
entre las matematicas y otras disciplinas. Por ejemplo, el Partenén de Grecia

esta inscrito en un rectangulo aureo.

Este nimero (@ = = 1,618033988749 ... ) se puede usar en la conexion

1 | o N R
ool e PR AL L., Tt
VR LS, Sl '.-.:d—-_;'dﬂg

i ‘
:n;::ﬁ;‘.—-l—— 308
1 % -

Fuente: http://www.disfrutalasmatematicas.com/numeros/razon-oro.html

Numeros

27



Curso bimodal para el Tercer Ciclo: Enfoque de Resolucién de problemas

NuUmero irracional

Un namero irracional es un numero que no se puede escribir como el cociente indicado
de dos numeros enteros (una fraccién). Ejemplo: @ es un ndmero irracional. Su valor
aproximado es

3,1415926535897932384626433832795...

La expansion decimal no sigue ningun patron, por lo que se dice que este tipo de
numeros tiene expansién decimal infinita no periddica.

Numeros irracionales famosos

» Pi es un nimero irracional famoso. Se han calculado mas de un millén de cifras
decimales y sigue sin repetirse. Los primeros son estos:

3,1415926535897932384626433832795...

» El nimero e (el numero de Euler) es otro nimero irracional famoso. Se han
calculado muchas cifras decimales de e sin encontrar ningun patréon. Los
primeros decimales son:

2,7182818284590452353602874713527 ...
» Larazon de oro es un numero irracional. Sus primeros digitos son:

1,61803398874989484820...

Muchas raices cuadradas, cubicas, etc. también son irracionales. Ejemplos:
V3=1 ,7320508075688772935274463415059...
VY9 = 9,90498743710661995473447982100121...

Pero V= 2,y V9 = 3, asi que no todas las raices son irracionales.
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Actividad 10
Demostrar que 2 es un nimero irracional.
Anadlisis de la Actividad 10

Este tipo de actividad debe servir como un elemento que permite fomentar procesos de
argumentacion matematica. Por otra parte, el incluir elementos de teoria de numeros
permite establecer conexiones con otros temas matematicos. Esta demostracion se
realizara por contradiccion, la cual se encuentra en Elementos de Euclides, el texto con
un mayor numero de ediciones publicadas después de la biblia. Cabe destacar que
existen otras demostraciones de indole geométrica y analitica para esta misma
situacion.

Supongase que

vz="2

q
donde el maximo comun divisor de p y de g es 1. Elevando al cuadrado a ambos
miembros, se tiene

2 p?
(2 =%
pZ

2:q—2
2q° = p?

De lo anterior, p? es muiltiplo de 2, por lo que p es mdltiplo de 2 y puede ser expresado
de la forma

p = 2k, k entero
Luego,
2q% = (2k)? = 4k?
g% = 2k?

Con lo cual, g% es multiplo de 2 y q es mdltiplo de 2. Asi, py q son multiplos de 2, lo
que contradice nuestra suposicion inicial.

Por lo tanto, V2 tiene que ser irracional.
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Nota: Esta demostracién clasica permite trabajar algunos elementos de la légica, tales
como el significado de la demostracion por contradiccion, donde se parte de un
supuesto verdadero hasta llegar a una proposicién que contradice dicho supuesto, asi
como los métodos de induccion y deduccidn. Ademas se utilizan conceptos basicos de
teoria de numeros.

Actividad 11

Determine entre qué par de nimeros naturales se encuentra el nimero v 33,
Anadlisis de la Actividad 11

Este problema tiene por objeto hacer uso de la estimacidn para realizar aproximaciones
de raices cuadradas y se espera que el mismo se pueda generalizar para los casos de
raices cubicas, cuartas, etc. Aqui seria muy facil hacer uso de la calculadora, pero no se
debe perder de vista que la estimacién es una habilidad muy importante que se debe
ejercitar constantemente para facilitar la resolucion de ciertos ejercicios, por lo que esta
actividad constituye una oportunidad para ello.

Se pueden retomar elementos trabajados por el estudiante en afos anteriores. Por
ejemplo, la relacién que existe entre las potencias y las raices.

73 =343 & 343 =7

De ese modo, se puede recurrir a la nocién de potencia para ir realizando
aproximaciones

2°=4 3=9 4°=16 5°=25 | 6°=36
25 < 33 < 36 con lo que

V25 <4/33<4/36

O sea, /33 se ubicaentre 5y 6.

Como detalle complementario es interesante exponer el método utilizado por los
babilonios para aproximar una raiz cuadrada.

Por ejemplo: Aproximar el nimero v 65.

1. Escoja dos numeros cuya multiplicacién dé 65. Por ejemplo: 5y 13.
2. Se construye un rectangulo con lados 5 y 13 metros cada uno.

v GH m? hm

13m
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3. Se saca el promedio entre 5y 13, que es 9. Este niumero sera la medida de

uno de los lados de un nuevo rectangulo. Para encontrar la medida del otro
lado dividimos 65 entre 9, lo que es aproximadamente 7,22 (con 2 decimales).
Por lo tanto el nuevo rectangulo tendra medidas 7,22 por 9 metros cada lado.
Esto quiere decir que 7.22 < /65 < 9.

7.22m

o9m

. Repetimos el procedimiento anterior: promedio entre 7,22 y 9,

aproximadamente 8,11 y 65 dividido por 8,11, aproximadamente 8,015. El
rectangulo con lados 8,11 y 8,015 metros es aproximadamente un cuadrado, y
8.015 < /65 < 8,11

8.015m

8.11m

5. Continuar el procedimiento para obtener una mejor aproximacion.

Actividad 12

Dadas las coordenadas a, b, ¢, d, e, y f como se muestra en la figura:

A
]
p
]

v

Iabl el I

-1 ‘ 0 I 1 ! 2
i.  ¢Cudl es el punto mas préximo de a-b?
ii. ¢yde 1/d?
iii. ¢y def/2?
iv.  ¢Quién es mayor e o |a|?
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Analisis de la Actividad 12

Aunque esta actividad se puede resolver con relativa facilidad sustituyendo por valores
aproximados los numeros representados, se debe pensar en la justificacion de las
conclusiones por medio de argumentos que hagan referencia al uso de las propiedades
de los numeros.

Por ejemplo, en el caso de la pregunta i, se pueden considerar propiedades como el
signo de a-b, y si la magnitud de a-b es menor o mayor que la de b para concluir que el
valor mas cercano a dicha expresion es d. En el caso de ii, se puede aprovechar que al
ser d un valor ubicado entre 0 y 1, 1/d representa una cantidad mayor que uno (inclusive
mayor que 2), por lo que f es el valor mas cercano.

En jii, basta determinar en la representacién grafica el punto medio entre 0 y f, con lo
que e es el valor mas proximo. En jv se aplica la nocidon de valor absoluto para concluir
que a esta a una mayor distancia que e con respecto al cero. Asi que |a| > e.

Al finalizar la actividad anterior, es importante que el estudiante pueda usar no solo la
estimacion sino también las propiedades de los numeros como una forma de desarrollar
procesos de argumentacién. A continuacion se proponen algunos ejemplos adicionales:

a) Observe la siguiente representacion de un numero a:
< T 7 T T
a

9 10 11 12

v

Un posible valor de a es

()vio ( )vio1 ()V95 ()V8o

b) En la representacién gréfica que se adjunta a continuacion responda falso o
verdadero segun corresponda. Argumente sus respuestas.

l. b.c<d
Il. c-1]>a b ¢ g a _
n. 1sgq - ———— v T
a~ -1 0 1 2
V. -5c<a
V. cd>c
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VI. Recomendaciones metodoldgicas

Como se desarroll6é en la fundamentacion tedrica de la propuesta de nuevos programas
de estudio, se promueve el énfasis en una organizacion de las lecciones, con base en 4
pasos o0 momentos centrales:

1. Propuesta de un problema para iniciar la leccion.
2. Trabajo estudiantil independiente

3. Discusion interactiva y comunicativa.

4. Clausura o cierre.

Para ilustrar esta propuesta, se presenta la siguiente situacion, relacionada con el
desarrollo de una habilidad propuesta para 7° Afo:

Conocimiento Habilidad especifica
Algoritmo de la division Aplicar el algoritmo de la division en la resolucidn de
problemas.

Si se quiere desarrollar en los estudiantes estas habilidades, se deberian planear los
siguientes cuatro momentos:

Propuesta de un problema

Antes de plantear el problema, el docente debe tener claro qué quiere lograr con él. Se
partird de habilidades desarrolladas en niveles anteriores como:

v" Investigar patrones o regularidades en sucesiones.

v Calcular potencias cuya base y exponente corresponden a numeros
naturales.

v' Realizar divisiones.

Es importante que durante el planeamiento y desarrollo de una actividad de esta indole
se consideren aspectos como los siguientes:

a. El docente no debe sugerir la respuesta al estudiante; mas bien su rol debe ir
orientado a promover la discusion por medio de buenas preguntas para que el
estudiante pueda avanzar.

b. El docente debe planificar las posibles etapas en las que podria desarrollarse la
actividad, procurando anticipar las posibles estrategias que un estudiante
realizaria (buenas o malas) para estar preparados sobre cémo el docente debe
reaccionar y actuar ante ellas.

Problema

¢ Cudl es la ultima cifra del numero 2 %°""?
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Trabajo estudiantil independiente

Se espera que los estudiantes lean el problema hasta comprender su alcance y que
realicen comentarios sobre su grado de dificultad. Es probable que se intente
determinar dicha cifra por medio del uso de la calculadora. Al ver que ella no puede
determinar dicho numero, se veran en la obligacion de explorar otras estrategias.

El estudiante comenzara a realizar los primeros intentos de calculo:

Potencia 2822 23 2t 25 2% 27 | 28| 2° | 2
Cifra de las
unidades

2 4 8 6 2 4 8 6 2 4

Se espera ademas que observe la existencia de un patrén reconocible en la cifra de las
unidades de las potencias calculadas, donde se repiten las cifras 2, 4, 8, y 6 en forma
periddica.

Potencia 2! 2? 23 210
Cifra de las

2 4 4
unidades E

Esto debe llevar al estudiante de forma natural a implementar una estrategia en donde
se necesite la nocién de agrupamiento para establecer cuales potencias quedan al
margen de las agrupaciones realizadas e identificar facilmente a partir de las potencias
sobrantes la ultima cifra de 2%°'".

Se debe ir conduciendo al estudiante por medio de preguntas generadoras a la
realizacion de la division como la estrategia que permite dar solucion al problema. Por
ejemplo, aunque el estudiante identifique el patron, puede ser que se le dificulte utilizar
la divisidn. En este caso, el docente puede intervenir planteandole otras situaciones del
pasado que sirvan de conexion con la nocion de divisibn de numeros naturales,
situaciones como hacer grupos, repartir, entre otros. De este modo, se procede a
realizar la division:

2011 4
20 502
011
8
3

Al obtener residuo 3, se da la siguiente situacion:

POtenCia 21 22 23 24 22005 22006 22007 22008
Cifra de |
ra de 1as) > lalsgle|..| 2| 4] 8| s
unidades

| Residuo 3

2011
2

Con lo cual la ultima cifra de las unidades de la potencia es 8.
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Cabe la posibilidad de que el estudiante sea consciente de realizar la division,
pero efectua los calculos con calculadora, obteniendo como resultado 502,75. Se
pueden dar dos escenarios: que el estudiante no sepa como interpretar ese 0,75
por lo que no le quedaria alternativa mas que realizar dicho proceso a mano, o
bien los que tienen un sentido numérico mas desarrollado pueden asociar 0,75
con % y de ese modo, en el bloque de cuatro digitos, la posicidon que
corresponde a % es 8.

Discusion interactiva y comunicativa

Aqui se entabla la discusion de los resultados obtenidos por los diversos grupos por
medio de una exposicion, asi como las dificultades encontradas y los caminos
explorados. Se hace una retroalimentacion cruzada entre profesores y estudiantes. Asi,
por ejemplo, se pueden discutir aspectos relacionados con las limitaciones que presento
la calculadora durante el proceso de resolucion del problema, o bien valorar las ventajas
que ofrece la exploracion inicial del problema, desarrollando intentos iniciales que
permiten vislumbrar las caracteristicas ocultas que él encierra.

Es importante en esta etapa que los estudiantes activen los procesos Argumentar y
Comunicar mediante la exposicion de sus respuestas y las heuristicas empleadas
durante su desarrollo, para que los demas compafieros evallen su pertinencia.

Clausura o cierre

Aunque el estudiante reconoce desde primaria el algoritmo de la division, no lo concibe
dentro de su relevancia para el desarrollo de la teoria de numeros en ambitos
superiores.

Dados n y b numeros enteros positivos, existen unicos enteros qy r con 0 < r < b tal
que

n = qb+r.

En la notacion anterior, n corresponde al dividendo, b al divisor, q es el cociente y res el
residuo.

El algoritmo de la divisibn es importante porque constituye una herramienta para el
desarrollo de la teoria de numeros. Por ejemplo, este algoritmo permite implementar
otro método para la obtencion del maximo comun divisor, que se expone a continuacion:

Ejemplo: Determine el m.c.d de los numeros 24 750 y 5280.

Solucién: De la manera tradicional, se puede obtener el m.c.d por medio de los factores
presentes en cada uno de los numeros:
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24750 5280 2
12 375 2640 3
4125 880 5
825 176 11
75 16
m.c.d =
330

Por otra parte, usando el otro método, se dividen ambas cantidades utilizando el
algoritmo de la division, con lo cual se obtiene:

24750 =5 280 -4 + 3 630

Luego, se realiza la division sucesiva del divisor y el residuo que se va obteniendo hasta
que el residuo sea cero:

5280 | 3630
3630 1 5280=3 630-1 + 1650
1650
3630 | 1650 3630 = 1650-2 + 330
3300 2
330
1650 [330 1650 = 330-5 + 0
1650 5
0

El residuo anterior a cero corresponde al m.c.d.
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