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Introduccion

Este documento ha sido elaborado por el Proyecto Reforma de la Educacién Matematica en Costa Rica
(www.reformamatematica.net).

Es un material complementario para apoyar las actividades del Mini MOOC Generalidades de funciones
(http://minimoocs.reformamatematica.net/).

El proposito del Mini MOOC Generalidades de Funciones es apoyar la preparacion para las Pruebas
Nacionales de Bachillerato en Matematicas de Costa Rica.

Se describen diferentes conocimientos vinculados con las funciones matematicas: dominio, rango o
recorrido, imagen y preimagen, operacion con funciones, composicion de funciones e inversa de una
funcion, para la resolucion de problemas de acuerdo con las temaéticas. incluidas en los Programas de
Estudios de Matematicas para la Educacion Diversificada.

Al inicio del documento se le proporciona un indice alfabético en el que se da un listado, en orden
alfabético, de los temas o contenidos con el numero de‘pagina donde aparecen. Si usted hace clic sobre
dicho numero, serd remitido a la pagina donde-se’ proporciona el concepto, tema o contenido
correspondiente. Se puede regresar al indice alfabético desde cualquier pagina haciendo clic sobre la
palabra indice que aparece en el encabezado de todas ellas.

Es importante aclarar que el presente documento no es un libro de texto y tampoco es exhaustivo.
Procuramos que sea autosuficiente para los.propdésitos de este mini MOOC pero no esta pensado para ser
utilizado como un medio para organizar la accion de aula.

Prohibida la reproduccion y la divulgacion total o parcial de los contenidos de este documento para fines
comerciales
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Generalidades acerca de funciones

Conjuntos humericos

Un conjunto es una coleccién de objetos que poseen una o varias caracteristicas en comun.
Cuando los objetos son numeros el conjunto se llama conjunto numérico. Utilizamos letras
mayusculas para denotar los conjuntos y doble llaves { } para encerrar sus elementos o bien un
criterio que define los elementos (notacion por comprension)

Si A es un conjunto y si x es un elemento de A, escribimos x € A (se lee “x pertenece a A” o bien
“x es un elemento de A”). Si y no es un elemento de A escribimos y & A (se lee “y no pertenece a
A” o bien “y no es un elemento de A”).

Un conjunto que no tiene elementos se denomina conjunto vacio y se representa por @ o bien por

{}

Ejemplo 1

a. A={2,3,57,11,13} es el conjunto de los 6 primeros nimeros primos.

b. N={1,2,3,4,56,7,---} los tres puntos --- indican que el-patron continua sin finalizar. Este es el
conjunto de los nimeros naturales, los que se utilizan para “contar”.

c. Z={-,-4,-3,-2,—-1,0,1,2,3,4,--- } es el conjunto de los nimeros enteros.

d Q= {x ox = 2, p,q€Zconq # O} el conjunto de los nimeros racionales. Esta es una notacion
por comprension y se lee: el conjunto de los nimeros x tales que x =§ con p,q enteros y q es
distinto de cero.

e. B={m:m =2k, ke N}={24,6,8,10,12,---} el conjunto de los nUmeros pares.

f. C ={m:m esunnimero natural'y. 2 < m < 10} el conjunto de los nimeros naturales mayores
que 2 y menores o iguales a 10.

El conjunto C = {3,4,5,6,7,8,9,10}.
g. I = {x:x esunnimero real pero no es racional} es el conjunto de los nimeros irracionales. Los

elementos de Z no pueden.ser escritos como el cociente de dos nimeros enteros como por ejemplo

los nOmeros +2,7m,3/25,e el nimero de Euler (base de los logaritmos naturales),
3,144512122122212222 --- existe un patron pero no existe un grupo de digitos que se repite
(nimero decimal infinito no periddico).

comerciales
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Operaciones con conjuntos

= Un conjunto 4 es un subconjunto del conjunto B si cada elemento de A es elemento de B.
Cuando A es un subconjunto de B se dice que A estd contenido en B y se denota como
A € B. Ejemplo: {1,3,5,8,15} < {1,2,3,5,8,12,15}

= La unién de dos conjuntos A y B, denotada como A U B es el conjunto de todos los
elementos que pertenecena A 0 a B.
Ejemplo: {1,5,13,20} U {3,5,20,50,100} = {1,3,5,13,20,50,100}

= La interseccion de dos conjuntos A y B, denotada como A N B es el conjunto de todos los
elementos comunesa Ay a B.
Ejemplo: {1,5,13,20} n {3,5,20,50, 100} = {5,20}
Dos conjuntos A y B son disjuntos si no tienen ningun elemento en comdn, es decir, si
A N B = @ (conjunto vacio)

= El complemento de un conjunto 4, denotado como A€ es el conjunto que contiene todos
los elementos que no pertenecen a A respecto a un conjunto D que contiene a A.
Ejemplo: Si A es el conjunto de todos los nimeros pares entonces su complemento
respecto al conjunto de los nimeros naturales es es conjunto de todos los nimeros impares.

Ejemplo 2

a. QU =R corresponde al conjunto de los nimeros reales.

QNnI=¢@ porlotanto, el conjunto de los nimeros racionales y el de los irracionales son disjuntos.

c. NSCZ y Zc< Q elconjunto de los niUmeros naturales es subconjunto de los nimeros enteros y el
conjunto de los nimeros enteros es subconjunto.de los nimeros racionales pues todo numero entero
x puede ser escrito como una fraccion con.deneminador 1.

d. Respecto al conjunto de los nimeros reales R, Q¢ = 1. De igual forma I¢ = Q.

o

La recta numérica

Existe una correspondencia uno a uno entre los puntos de una recta y los nimeros reales: a cada
namero real se le puede asignar un Unico punto de una recta y, reciprocamente, a cada punto de la
recta se le puede asignar un Gnico nimero real.

En una recta, seleccionamos un punto arbitrario O el cual le asignamos el nimero cero.
Posteriormente seleccionamos un punto que correspondera al nimero 1. A una unidad de medida
del cero, al lado opuesto al punto asignado a 1, seleccionamos el punto correspondiente al nimero
—1. Repetimos este procedimiento para ubicar los nimeros positivos y los negativos como puntos
en la recta que se denomina recta numérica.

Ejemplo:3

Represente los nimeros —3, —1,0, 6 en la recta numérica.

Solucién

Prohibida la reproduccion y la divulgacidn total o parcial de los contenidos de este documento para fines -
comerciales
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Relaciones de orden en la recta numérica

Si el punto correspondiente al nimero a esta a la izquierda del punto correspondiente al nimero b
en la recta real entonces a es menor que b. Escribimos a < b.

Si el punto correspondiente al nimero a esta a la derecha del punto correspondiente al nimero b en
la recta real entonces a es mayor que b. Escribimos a > b.

Decimos que a < b (a es menor o igual que b) sia < b 0 biena = b.

Anéalogamente, a > b (a es mayor o igual que b) sia > b o biena = b.

Ejemplos: 2 <5, —10 < -5, 8 > 8.

Intervalos en la recta numérica

Los intervalos en la recta numérica son subconjuntos de los nimeros reales.

1. Sia < b entonces el intervalo cerrado que incluye los puntos a, b y todos los
puntos que se encuentran entre ellos se denota como [a,b] y graficamente
representa una parte de la recta real (observe los puntos rellenos):

a b
> Py *— -
[a,b)={z:xz € R,a <z < b}

2. Sia < b entonces el intervalo abierto que excluye los puntos a, b pero incluye
todos los puntos que se encuentran entre ellos se denota como |a, b[ y graficamente
representa una parte de la recta real (observe los puntos a y b no rellenos):

a b

— o ) ——
t L=

la,b[={z:x € R,a < z < b}

3. De igual forma [a, b[ incluye el punto a Yy todos los puntos entrea y b pero
excluye el punto b.
a b
- o e -

[a,b[={z:x € R,a <z < b}

4. La semirrecta a la izquierda del punto correspondiente al nimero a se denota como
]—OO, a[

Prohibida la reproduccion y la divulgacidn total o parcial de los contenidos de este documento para fines
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| —ooyal={z:z€R,—c0 < x < a}

5. La semirrecta a la derecha del punto correspondiente al nimero a se denota como
1b, o]

|
Qo>

|Jbyoo[={z:x €ER,b< x < oo}

Relacion

Una relacion entre dos variables reales es una regla de correspondencia que asocia a cada nimero
real "x" de un conjunto de partida A (subconjunto no vacio de los nimeros reales R), un nimero
real "y" de un conjunto de llegada B (subconjunto no vacio de los nimeros reales R).

Una relacion entre dos variables reales también puede ser representada por un conjunto de pares
ordenados en donde el primer elemento del par pertenece al conjunto de partida A y el segundo elemento
pertenece al conjunto de llegada B:

{(x,v):x €A,y €B}

Ejemplo 4

1. Si A=1{1,2,3} es el conjunto de partida y B = {0,3,6,9,10} el conjunto de llegada entonces el
conjunto de pares ordenados {(1,0), (1,3), (2,6), (3,9), (3,10)} representa una relacion.

2. La ecuacion 10x + 3y —x? — 5 = 0 relaciona dos variables. Podemos considerar que “X” es la
variable de entrada mientras que “y” es la variable de salida. Si despejamos “y” en términos de “X”
obtendremos.la relacion entre las variables x, y

x?2—-10x+5
y= 3
En-este caso podemos considerar como conjunto de entrada y de salida R, el conjunto de los
nameros reales.

Prohibida la reproduccion y la divulgacidn total o parcial de los contenidos de este documento para fines -
comerciales



Definicion de funcion.

Una funcidn real de variable real es una regla de correspondencia que asocia a cada nimero real
“x” de un conjunto de partida A un Unico namero real “y” de un conjunto de llegada B.
Considere A y B subconjuntos no vacio de los nimeros reales R.

El conjunto de partida A es conocido como dominio de la funcién.
El conjunto de llegada B se llama codominio de la funcion.

Para simbolizar la correspondencia entre los dos conjuntos no vacios A y B que representa
una funcién, que denotaremos por f, se utiliza la siguiente notacion: f:A — B.

En este caso el Gnico nimero real "y" de B (se dice que “y pertenece a B”, y se escribe
y € B) que corresponde al niimero real “X” de A, x € A, se denomina imagen de X, y se
denota como f(x). También se dice que x es una preimagen dey.

Por definicién de funcion cada preimagen solo puede tener una imagen, pero una imagen
puede tener varias preimagenes, puesto que la restriccion se impone sobre las imagenes
(un dnico numero real “y”).

El conjunto de los elementos “f(x)” de B para elementos x de A se conoce como imagen,
rango, ambito o recorrido de la funcion.

indice

Una funcién también puede ser representada porun conjunto de pares ordenados. La abscisa del par

pertenece al dominio y la ordenada al codominio.de'la funcion.

Ejemplo 5

Si A=1{1,2,3} y B=1{0,3,6,9,10} ‘entonces el conjunto de pares ordenados {(1,0),(2,6),(3,10)}
representa una funcion con‘dominio A. Observe que cada elemento del dominio A esté relacionado con
un Unico elemento de B. La imagen (recorrido, rango, &mbito) de la funcion es el conjunto {0,6,10}.

Por otro lado el conjunto depares ordenados {(1,0), (2,3), (2,6), (3,10)} no representa una funcion con
dominio A pues el elemento 2 de A esté asociado a dos elementos distintos de B, los nimeros reales 3 y

6. El conjunto dado representa una relacion pero no una funcion.
Una funcion matematica es una relacion pero no toda relacion representa una funcion.

Prohibida la reproduccion y la divulgacidn total o parcial de los contenidos de este documento para fines
comerciales
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Criterio de una funcion.

La representacion simbdlica que involucra la imagen “y” la preimagen “X”, y la
correspondencia “f” se escribe como y = f(x), y es conocido como criterio de la
funcion. Decimos que “x” es la variable independiente mientras que “y” es la variable
dependiente.

La notacion f(x) se lee “f de x”. Representa la aplicacion de la regla de correspondencia al
elemento x del dominio de la funcién. Observe que la notacion f(x) no significa f
multiplicado por x.

La representacion y = f(x) que denominamos anteriormente como criterio de la funcion,
también se conoce como forma estandar, normal o explicita de la funcion.

Ejemplo 6

Sea A = {1,2,3,4,5} el dominioy B = {1, 4, 9,16, 25, 36,49} el.codominio de la funcién cuyo criterio
es f(x) = x2.

¢Cual es el rango (recorrido, ambito o imagen) de la funcion
¢Cual es la imagen de 3?

¢Cuél es la preimagen de 25?

¢Cual es la preimagen de 49?

o0 o

Solucién

Como f(x) = x? entonces la regla_de correspondencia en forma verbal es “eleve al cuadrado cada

preimagen”. El conjunto de preimagenes es el dominio A mientras que las imagenes son:
f(H)=12=1,f(2)=22=4,f(3)=3%2=9,f(4) =42 =16,f(5) =52 =25

Todas ellas pertenecen al conjunto.B dado previamente como codominio de la funcion.

a. Elrango, ambito, recorrido o imagen de la funcion es el conjunto de las imagenes de la funcién, que
en este caso es el conjunto (que denotaremos con la letra R)
R={1,4,9,16,25}
En este caso el @ambito o rango R es un subconjunto del codominio B.
b. Laimagende3es f(3) =09.
c. Paraencontrar la preimagen de 25, tenemos que 25 es la imagen de algun elemento x del dominio,
por lo tanto basta dar el valor 25 a “y” en el criterio y = x2.
Laecuacion x? = 25 tiene dos soluciones: x = —5, x = 5.
Pero x = —5 no es elemento del dominio dado mientras que x = 5 si lo es.
Por lo tanto la preimagen de 25 es 5.
d. Paraencontrar la preimagen de 49 hay que resolver la ecuacion x? = 49. Ambas soluciones x =
—7, x = 7 no pertenecen al dominio de la funcion. Por lo tanto 49 no tiene preimagen.

Prohibida la reproduccion y la divulgacidn total o parcial de los contenidos de este documento para fines
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Ejemplo 7
Sea A = {1,2,3,4,5} el dominio de una funcidn cuyo criterio es f(x) = i—z -3
a. ¢Cuél es el rango (recorrido o &mbito) de la funcion?
b. ¢Cual es la imagen de 5?
c. ¢Cuadl es la preimagen de — 1—63?
d. ¢Cuél es la preimagen de —2,25?

Solucién

En este ejemplo no se da el codominio de la funcion.
+1
Como f(x) = % — 3 entonces:

a. Elrango de la funcion dada es el conjunto de las imagenes de la funcién.

141 2 7. 2+l L3, 2
AROIE T INONE N AR I v A LS
f(3)=§—3=§—3=—E;f(4)=m—3=g—3=—?

+
fO)=-5-3=--3=—-=

5+2 7 7
9 11 13 15 }

., . 7
Entonces el rango de la funcion es el conjunto {— 3T T T TS
15

b. Laimagende5es f(5) = ——.

7
. 13 .
c. Lapreimagen de — — s 4 conforme séabserva en la parte a. Pero otra forma de determinarlo
13 .

consiste en resolver la ecuacion fi(x) =»— —

x+1 _ 13
x+2 ~ 6
Esto equivale a i—:; = 1?3 +3= % que puede ser escrito como

6(x + 1) = 5(x+ 2). Multiplicando obtenemos 6x + 6 = 5x + 10, y asi
6x —=5x,=10 — 6. Simplificando tendremos x = 4, la preimagen de —17:.

d. “Para la preimagen de -2,25 tenemos que resolver la ecuacion f(x) = —2,25:

x+1

x+2
Operando como antes, i—: = —2,25+3 =0,75esdecir,x +1 = 0,75x + 1,5 lo que, al

3=-225

)

simplificar queda x — 0,75x = 1,5 — 1 que es equivalente a 0,25x = 0,5. Por lo tanto x = ;—255 =2

Prohibida la reproduccion y la divulgacidn total o parcial de los contenidos de este documento para fines
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que pertenece al dominio de la funcién.
, . . ., . 9
La respuesta podria ser obtenida sin resolver ecuacion si sabemos que —2,25 = — e

Diferencia entre funcion y relacion

La principal diferencia entre una funcion y una relacion es que en una funcion cada
elemento del dominio tiene una Unica imagen. En una relacion esta condicion no es
necesaria: un elemento del dominio puede tener varias imagenes.

Por lo tanto, toda funcion es una relacion pero no toda relacion es una funcion.

Ejemplo 8

1. La relacion x% + y? = 4 tiene forma de una ecuacién que relaciona «dos variables. Si “X” es la
variable de entrada y “y” la de salida entonces y2?=+4—x% "y por lo tanto

y = +V4 — x?

Para cada valor de entrada “X” entre -2 y 2, es decir —2 < x < 2,.existen dos valores distintos para

la salida “y”. Por ejemplo, si la entrada x = 1 entonces y =—+/3 , y = /3 son dos valores distintos
para la variable de salida “y”, por lo tanto la relacion

x?2 +y?=4
no representa una funcion.

2. En la relacion y3 + 2x2? = x — 1, si consideramos a “X” como variable de entrada y “y” como
variable de salida entonces podemos despejar y3 = x —1 — 2x2, yporlotanto y = ¥x — 1 — 2x2 .
Aqui no aparecen los dos signos + debido a que el indice de la raiz es 3, un nimero impar. Para cada
valor de la entrada “X” se obtiene un unico valor para la salida “y”. Por lo tanto la “ecuaciéon” y3 +
2x% = x — 1 representa-una funcion que se escribe en forma estandar (normal o explicita) como
y = f(x) = ¥x — 1 < 2x2. En este caso el dominio de la funcién f es el conjunto de todos los
nameros reales, R; puesmo existe restriccion para la variable independiente o de entrada “X”.

Ejemplo 9

El peso dewna persona no es funcion de su altura. Dada la altura de una persona no se puede determinar
su peso en.forma exacta, es decir, dos personas con una misma altura pueden tener pesos distintos.
Dicharelacion no representa una funcion.

Prohibida la reproduccion y la divulgacidn total o parcial de los contenidos de este documento para fines
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Grafica de una funcion

La gréfica de una funcion real de una variable real f es el conjunto de los puntos (X, y) del plano
cartesiano donde la variable independiente “X” pertenece al dominio de la funcion y la variable
dependiente “y” satisface y = f(x), es decir, “y” es la imagen de “x” al aplicar la regla de
correspondencia f.

Para construir la gréfica de una funcion es conveniente construir primeramente una tabla para la
funcion, que contenga algunos puntos de la forma (x, f(x)) para x en el dominio de la funcion, y
unirlos con una linea continua cuando los puntos intermedios (entre dos puntos de la tabla) sean
parte del dominio de la funcidn. Esto nos proporciona una parte de la gréfica de la funcion.

Algunos de los puntos que son importantes para la construccion de la grafica son:
= Los ceros de la funcién (si pertenecen al dominio), que son los puntos donde la gréafica de
la funcion interseca al eje de las abscisas. Tales puntos son las raices o soluciones de la
ecuacion f(x) = 0.
= También el punto donde la grafica de la funcién interseca el eje de las ordenadas. La
ordenada de dicho punto se conoce ordenada en el origen, el valor y = f(0) suponiendo
gue x = 0 pertenece al dominio de la funcién.

En resumen, la gréfica de una funcién f: A — B con criterio y = f(x) es el conjunto de los pares
ordenados (x, f(x)) con x € A que podemos representar como:

Graficade f = {(x,y):x € A,y = f(x) € B}

Ejemplo 10

indice

1. Considere la funcion f: R — R con-criterio f(x) = —2x + 3. Represente graficamente la funcion

dada.

Solucién

Primeramente construiremos una tabla con dos columnas (podrian ser dos filas). En la primera
columna daremos algunos valores para la variable independiente o de entrada “X” y en la otra

columna escribiremos los valores de f(x).

X f(x)

-1| f(=1)=-2(-1)+3 =5
f(0)=-2(0)+3=3
f()=-2(1)+3=1
f(3) =—-2(3)+3 =-3

WO

Representando los puntos (-1, 5), (0,3), (1, 1), (3, -3) en el plano cartesiano y uniéndolos con una
linea continua (lo podemos hacer pues el dominio de la funcién es el conjunto de todos los nimeros

reales) obtendremos la siguiente representacion grafica:

Prohibida la reproduccion y la divulgacidn total o parcial de los contenidos de este documento para fines
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3 45 6 7 89 101112 131415 =
1
1

------ (3,-3)

-6 y=—-2z+3

Entre mas puntos contenga la tabla, mejor es la representacion grafica para la funcién. En este
ejemplo bastarian dos puntos pues la grafica es una recta

Otro dato importante para dibujar la grafica‘consiste en determinar la interseccién con el eje de las

abscisas. Tales puntos son las raices, ceros. o soluciones de la ecuacion f(x) = 0, que en este caso
3 3 . ., .

es —2x + 3 = 0 de donde x = > Obtenemos el punto (5, 0). Luego, se halla la interseccion en el eje

de las ordenadas, para ello se debe buscar el punto que satisface y = f(0) —2-0+3 =3. La
ordenada en el origen es y = 3, y.el punto correspondiente es (0,3).

2. Considere la funcién f: R.— R con criterio f(x) = x? — 2x — 3. Represente graficamente la
funcion dada.

Solucién

Construimes una tabla con algunos pares ordenados (puntos) de la grafica de la funcion

X f(x)

2| f(=2)=(-2)2-2(-2)—3=5
0| £(0)=(0)2-2(0)—3=-3
2| f(2)=(2)*—2(2)—3=-3

3 f(3)=(3)2-23B)-3=0

La grafica de la funcion es una parabola que se abre hacia arriba, conforme se muestra abajo.
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3. Considere la funcion f: ]—oo, 4] - R con criterio f(x) = 1 + V4 — x . Represente graficamente la
funcion dada.

La tabla con algunos puntos de la grafica es:

X f(x)

=5 f(=5)=1+V4—5=4
f(O=1+V4-0=3

fQ=1+V4-2=1+2
f3=1+V/4-3=2
f@A=1+V4-4=1

Al Wl N O

Abajo vemos la grafica de la funcién.
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Ejemplo 11

Considere los conjuntos A ={-2,-1,0,1,2} y B={-6;-5,-4,-2,0,1,2,4,6}y f:A— Bcon
criterio f(x) = 2x. Represente la funcién f graficamente.

Solucién:

Note gue el dominio de dicha funcion es discreto por lo que a la hora de dibujar la grafica en el sistema
de coordenadas no podemos unir los puntos.mediante una linea continua. La grafica de la funcion consta

de cinco puntos “aislados”.

Y A

A

Ejemplo 12

¢ Cuales de las siguientes graficas representan una funcion?
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Y

Solucién:

a) La gréfica corresponde a una relacion pero no a una funcion pues existen rectas verticales que

Prohibida la reproduccion y la divulgacidn total o parcial de los contenidos de este documento para fines
comerciales



indice

intersecan a la gréfica en més de un punto. Esto quiere decir que existen preiméagenes con mas de
una imagen.

-3 \1 0 1 2 3 / 5 6 7
E xr

VIV

c) La prueba de la vertical, indica que la gréfica no representa a una funcioén. Existen preimagenes con
mas-de una imagen.
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Dominio maximo

Es usual dar Unicamente la regla de correspondencia de una funcion, es decir, el criterio de la
funcion: y = f(x) sin especificar su dominio.

En este caso se considera como dominio de la funcién el conjunto de todos los valores reales que
pueden ser asignados a la variable independiente “X” de tal forma que la variable dependiente “y”
resulte un namero real Unico.

Tal dominio se conoce como dominio méximo o dominio natural. Nosotros siempre utilizaremos
el dominio méximo como dominio de un funcién, excepto cuando se especifique explicitamente el
dominio.

Existen una serie de criterios para definir segin sea el caso cual sera el dominio maximo:

= El dominio maximo de cualquier polinomio es el conjunto de todos los nimeros reales R.

= El dominio maximo de una funcion racional (cociente entre dos polinomios) es el
conjunto de los nimeros reales excluyendo los valores que indefinen la funcién. Dominio
maximo: R — {valores que anulan el denominador}

= Si en el criterio aparece un radical de indice par, se debe garantizar que el subradical sea
positivo o cero y, que no se anule el denominador. Para ello se resuelve una inecuacion
donde el subradical debe ser mayor o igual a cero.

= Si en el criterio aparece un radical de indice impar y no se anula el denominador entonces
el dominio maximo es R, caso contrario tendremos que excluir los valores que anulan el
denominador.

Ejemplo 13
Determine el dominio méaximo de la funcion con criterio f(x) =

4x—-1
2x+3

Solucion:
4x—1 . s . - .
Dado que f(x) = 2’;? es una funcién racional por lo que tenemos que garantizar que el denominador no
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se indefina. Para ello hay que determinar el valor de x para el cual 2x + 3 se hace cero,

2x+3=0
-3
S

Por lo tanto, el dominio méximo de f es R — {— %}

Ejemplo 14

Determine el dominio maximo para cada funcion con criterio dado.

a. fi(x) =2-3V5—-2x

b. fz(x)=\/2%_38+x2+4x—1

Vx=1
¢ f;(0) ==

Solucién

a. En el criterio de la funcion f; aparece un radical de=indiee par (raiz cuadrada). Siempre que ocurra
esto el subradical no puede ser negativo, es decir 5— 2x tiene que ser mayor o igual a cero (si el
indice fuera impar entonces no tendriamos problemas y el dominio seria R). Por lo tanto, 5 — 2x >

. . . 5 . .
0, lo que equivale a 5 > 2x, cuyas soluciones Satisfacen 5= X El conjunto de los ndmeros que

satisfacen esta desigualdad: x Sg es,el(dominio (maximo o natural) de la funciéon y puede ser
representado de tres formas distintas:

., . 5
Notacién de intervalos: ]—oo, E]

., . ., 5
Notacion de conjunto/por comprension: {x: x€ER, x< E}

En la recta numérica “el dominio se representa en color rojo:

» Recta real

[
[T, ,

Observe que el punto que representa 5/2 en la recta numérica esta relleno, indicando que dicho punto
esta incluido en la representacion grafica del dominio de la funcion.

. . -z 2x+3 - -z
b. En el criterio de la funcion f,(x) = \/% + x2 + 4x — 1 aparecen tres expresiones: una funcion

lineal en el numerador de la primera expresion, una raiz cuadrada en el denominador y una funcién
cuadratica.
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El dominio (maximo) de cualquier polinomio es el conjunto de todos los nimeros reales R. Por lo
tanto no tenemos restricciones para el argumento de la funcion lineal, 2x + 3 ni para la funcién
cuadrética.
La Unica restriccion es para la raiz cuadrada. Como aparece en el denominador el radicando no
puede ser nulo ni negativo. Por lo tanto 5x — 8 tiene que ser estrictamente positivo.

5 -8 >0

8 . ;- .,
De esta forma obtenemos x > = El dominio (mé&ximo) de la funcion es:

8

Notacion de intervalos: ]E’ oo[

., . ., 8
Notacion de conjunto por comprension: {x: xER, x> E}
Representacion gréafica (en la recta numérica), en color rojo:

-

Recta numérica

[
:moo%l

En este caso el punto que corresponde a 8/5 no aparece relleno, indicando que dicho punto no es
parte del dominio de la funcion.

c. En el criterio de la funcion f;3(x) = "’V% aparece un radical de indice par (raiz cuadrada) en el
numerador y un radical de indice impar (raiz eubica) en el denominador.
El radicando del numerador no puede ser negativo y el del denominador no puede ser nulo. Por lo
tanto
x—1=>0
Cuya solucién es x > 1, mientras que 2 — x no puede ser igual a cero, es decir, X no puede ser igual
a 2. Los valores de x del'dominio de la funcion tienen que cumplir las dos condiciones:

x=>1
X+ 2
El dominio (m&ximo) de la funcion es:
Notacion‘de intervalos: [1,2] U ]2,0o[ lo que esequivalente a [1,00] — {2}

Notacion'de conjunto por comprension: {x: x € R, x > 1,x # 2}

En‘la recta numérica:

1 2 recta numérica

Seincluye x = 1 (punto relleno) y se excluye x = 2 (punto no relleno) en el dominio.
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Crecimiento y decrecimiento de una funcion

Funcion creciente
Decimos que una funcion con criterio y = f(x) es creciente en un intervalo abierto A si para
cualquier par de puntos ay b de A tales que a < b se cumple que f(a) < f(b).

Funcidn decreciente
De la misma forma, decimos que una funcion con criterio y = f(x) es decreciente en un intervalo
abierto A si para cualquier par de puntos ay b de A tales que a < b se cumple que f(a) = f(b).

Ejemplo 15

Observe que, en el intervalo dado, cuando nos “movemos” de izquierda a derecha (en el eje de las
abscisas x) la grafica de la funcion creciente se “eleva (sube)” o se mantiene horizontal.

Funcion creciente

Ejemplo 16

En el intervalo dado, cuando nos “movemos” de izquierda a derecha (en el eje de las abscisas X) la
grafica de la funcion decreciente “desciende (baja)” o se mantiene horizontal.

Prohibida la reproduccion y la divulgacidn total o parcial de los contenidos de este documento para fines
comerciales



f(a)

Funcion decreciente

Ejemplo 17

En la representacion grafica que sigue podemos ver intervalos donde la funcion es creciente o

decreciente.

-4 -3 -2 -1

Creciente Decreci

Maximo 'y minimo

0 1 2 3
& Creciente Decreciente

4

T

La funcion f tiene un valor maximo relativo o local en el nimero c, si existe un intervalo abierto
que contiene c, en el que f esta definida, tal que f(c) = f(x) para toda x en el intervalo.

La funcion f tiene un valor minimo relativo o local en el nimero d, si existe un intervalo abierto
que contiene d, en el que f esté definida, tal que f(d) < f(x) para toda x en el intervalo.

En las definiciones anteriores tenemos que f(c) es un valor maximo si el punto (c, f(c)) es el

punto mas elevado en la grafica de f, en algun intervalo abierto que contiene c.

Prohibida la reproduccion y la divulgacidn total o parcial de los contenidos de este documento para fines

comerciales



indice

Igualmente, f(d) es un valor minimo si el punto (d, f(d)) es el punto mas bajo en la gréfica de f,
en algun intervalo abierto que contiene d.

Ejemplo 18

Observe que en un punto de maximo la funcion cambia, de izquierda a derecha, de creciente a
decreciente. En el caso de minimo la funcién cambia de decreciente a creciente. Estamos suponiendo
que la funcién es continua (su grafica puede ser trazada sin quitar el lapiz del papel‘en el punto de
méaximo o de minimo). Todos los polinomios cumplen esta condicion.

maximo local

decreciente creciente

creciente decreciente

minimo local

El mayor de los valores de una funcionen.todo su dominio se conoce como valor maximo absoluto, y el
menor de los valores de la funcion en todo su dominio se denomina valor minimo absoluto.

Composicion de funciones

Bajo ciertas condiciones, podemos usar los valores de salida de una funcién como valores
de entrada para otra funcion, creando asi una nueva funcion.

La composicion de una funcién f con una funcién g, simbolizada por f o g, se define como

(f o)) = f(g().

El dominio de f o g es el conjunto de los elementos x del dominio de g cuyas imagenes
g(x) pertenezcan al dominio de f.

Si representamos por Dy, D, ,Df., el dominio de f, g y de f o g respectivamente,
entonces podemaos escribir:

Dfog = {x: x € Dy tal que g(x) € Df}
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La composicion f o g hace actuar primero la funcion g sobre un elemento del dominio de
g con imagen en el dominio de f y posteriormente hace actuar la funcion f

x = gl — flgx)

Analogamente la composicion g o f se define como (g ° f)(x) = g(f(x)), en dénde
x € Dy con f(x) € Dy.

Ejemplo 19

Considere las siguientes funciones con criterios
f(x) =2x -3, gx) = x?—-10
El dominio y codominio para ambas funciones es el conjunto de los nimeros reales.R.

Caleule (f e @)(=1Dy (g°f)(-1)
Determine el criterio para (f o g)(x)

Determine el criterio para (g o f)(x)
¢Para qué valores de x se cumple (f o g)(x) = (g o f)(x)?
Determine el criterio para (f o f)(x)
Determine el criterio para (g o g)(x)

~D®D o0 OTE

Solucién

a. (feg)(-1) =f(g(-1). Como g(—1)=(—1)? — 10 = —9 mientras que f(—9) = 2(-9) —3 =
—21 entonces (f © g)(—1) = f(g(-1)) =f(-9) = —21.

(ge (1) = g(f(—l)). Como f(=1) = 2(—1) — 3 = —5 mientras que g(=5) = (=5)?2 — 10 =
15 entonces (g o f)(—1) =g(f(=1)) = g(-5) = 15.

Observe que, en este caso, (f o g)(—1) no es igual que (g o f)(—1).

b. (feg)(x) =f(g(x) =f(x*—10) = 2(x? —10) —3 = 2x2 — 20 — 3 = 2x2 — 23.

c. (geN)=g(f(x)=g@x—3)=(02x-3)2—10=4x?—12x +9 — 10 = 4x? — 12x — 1.

d. La igualdad se cumple si 2x? — 23 = 4x2 — 12x — 1. Simplificando queda: 2x2 — 12x + 22 = 0.
Pero esta ecuacion no tiene solucion real pues su discriminante es negativo, A= (—12)? —
4(2)(22) = —32. Por lo tanto, para todos los valores reales de x se cumple que (f o g)(x) #
(g ° ().

e. (fe N =f(Ff(x)=f2x-3)=2(2x—-3)—3=4x—9.

f. (gog)(x) =g(g(x) =gx?—10) = (x? —10)? — 10 = x* — 20x% + 100 — 10 = x* —
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20x2 + 90.

Ejemplo 20

Para las funciones f y g con criterios: f(x) =vx, g(x) = xii analizar el dominio de:

2. (fog)) ’
b. (g ()

Solucién

a. Para que g esté definida, es necesario que x # —2. Esta es la primera restriceion. Si utilizamos g(x)
como entrada para f tenemos: f(g(x)) = +/g(x) , por lo tanto la segunda restriccion es g(x) = 0, es

. +1 . . .
decir, % > 0. Esto ocurre cuando numerador x + 1, y denominador x4+ 2 tengan el mismo signo

(ambos positivos 0 ambos negativos) o bien cuando x = —1, es decir cuando g(x) = 0.

Caso 1: x+1>0, x+2>0, o sea, cuando numerador y deneminador son positivos. Entonces
x>-1y x>-—2. Los valores de x que satisfacen ambas desigualdades es x > —1 (la
interseccion de los dos conjunto solucion).

Caso 2:: x+1<0, x+ 2 <0, numerador y denominador negativos. En este caso tenemos x <
—1 y x < —2. Los valores de x que satisfacen ambas desigualdades (interseccion de los dos
conjuntos solucién) es x < —2 (la interseccion de los dos conjunto solucién).

Por lo tanto para el dominio de (f o g)(x) = f(g(x)) tenemos que considerar todos los posibles
valores para x:

Dominio de (f o g)(x):{x € Rtalesque —0o <x < —2,-1<x < }

Lo anterior puede escribirse.como R — [—2,—1[. (Como se representa la solucioén en la recta
numérica?

b. Para que f este definida necesitamos que x > 0. La primera restriccion es que x no puede ser

negativo. Al utilizar f(x) como entrada para g tenemos: g(f(x)) = % Esto exige que f(x) #

—2, pero€sta se cumple pues la raiz cuadrada de x siempre es mayor o igual a cero cuando x = 0, es
decir f(x) = 0y por lo tanto el denominador f(x) + 2 = 2 para todo valor de x en el dominio de f.
Dominio de (g © f)(x): {x € R tales que x > 0}

Ejemplo 21

Observe las graficas de las funciones f y g dadas abajo.
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Calcule:

a. (feg)(4)

b. (g°f)(4)

c. (feg)(D)

d. (fef)(0)
Solucion
a (feg)@=f(@g@)=f(-4)=2
b. (g4 =g(f(4)=g(0)=-2
c. (feg)()=/f(g()=7/[(0)=4
d. (fO)=f(f(0))=f(4 =0
Ejemplo 22

Considere el criterio delafuncion g: g(x) = 3x + 1, y la grafica de la funcion f con dominio [—6, 7]

Yy

f(z)
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a. ¢Existe la composicion f o g? Justifique su respuesta.
b. ¢Existe la composicion g o f? Justifique su respuesta.

Solucion

a. Como el dominio y el rango de la funcion g no son dados, se supone que el dominio es el maximo
posible. Como g es un polinomio (de primer grado) entonces tanto su dominio como su rango es el
conjunto de los nimeros reales R. Para la composicion f o g el rango o recorrido de g tiene que ser
un subconjunto del dominio de f, pero esto no ocurre aqui pues el dominio de.f es _[—6,7].
Es claro que algunas imégenes de g pertenecen al dominio de f pero esto no es suficiente para definir
f o g. Porejemplo g(10) = 3(10) + 1 = 31 no pertenece al dominio de f.

b. Como el rango o recorrido de f es subconjunto del dominio de g entonces podemos definir la g o f.
Calculemos algunos valores de esta composicion:

(e HNE) =g(f(6)=g(0)=1, (g N =g(f(=1))=g2) =7,
(geo N4 =g(F (@) =g(0) =1.

Observe que y = 1 tiene dos preiméagenes diferentes: x =4, x =6, pues (go f)(4) =(ge f)(6) = 1.

Ejemplo 23

Complete la siguiente tabla (calcule los valoresde a, b, c, d):

X | f) | 9C) | (feg)x) | (gefx)
0 1 -1 -1 c
1 3 0 a d
2 5 3 b 24
3 7 8 17 48

Solucién

Célculodea: a=(feg)()=f(@)=f0)=1
Célculodeb: b =(feog)2)=f(@R2)=f3)=7
Célculodec:e=(gef)(0)=g(f(0)=g(1)=0
Célculoded: d =(gof)(1) =g(f(1)) =9g(3) =18
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Funcion inyectiva

Una funcion inyectiva es aquella para la cual cada imagen tiene una Unica preimagen. En otras
palabras, es la funcion en que a elementos distintos del dominio les corresponden elementos
distintos del rango o recorrido y reciprocamente.

Simbolicamente escribimos: si f(a) = f(b) entonces a = b. Imagenes iguales tienen preimagenes
iguales.

También podriamos escribir de la siguiente forma: si a, b pertenecen al dominio de f con a # b
entonces f(a) # f(b).

Graficamente significa que toda recta horizontal en el rango o recorrido de la funcién intersecara
la grafica de la funcién en un Unico punto (prueba de la horizontal). Ademas, es claro, que toda
recta vertical en el dominio de la funcién intersecard la gréafica de la funcién en un Unico punto
(prueba de la vertical para garantizar que la grafica representa una funcion).

Ejemplo 24

La funcion {(1,3),(2,5),(3,5)} con dominio A = {1,2,3} y/rango- B = {3,5} no es inyectiva pues la
imagen y = 5 tiene dos preimagenes diferentes: x = 2, x ='3.

Ejemplo 25

¢Cudles de las siguientes gréaficas representan.a.una funcién inyectiva?
a) f:[1,00[ » [0,00[ con gréfica:

Yy

Solucién.

Por la prueba de las rectas horizontales se observa que la funcion es inyectiva.
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b) f:R - ]—oo, 8] con gréfica:

Solucién:

La prueba de las rectas horizontales muestra que la funcion no es inyectiva.
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c) f:R - ]—4, o] con gréfica:

Y

Solucién

Esta gréafica representa a una funcion que no es inyectiva en su dominio pues la prueba de la horizontal
revela quetexisten imagenes que tienen méas de una preimagen. Algunas imagenes tienen hasta cuatro
preimagenes.
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Ejemplo 26

Indique si la funcion con criterio dado es inyectiva.

a f:R-> R, f(x)=x—18
b. g:R-{1} - ]R,g(x)z%
c. R - R, h(x)=x%2-5

Solucion:

a. Paralafuncion f: R - R, f(x) = x —18; tenemos

f(a) = f(b)
a—18=b—18
a=>b

Entonces f es inyectiva.
b. Paralafuncién. g:R—{1} - R, g(x) = %; tenemos

g(a) = g(b),a,b € R—{1}

3 3

a—-1 b-1

a—1=b-1
a=>b
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Entonces g es inyectiva.
c. Paralafuncién h: R - R, h(x) = x? — 5; tenemos
h(a) = h(b)
a’? -5 = b?2-5
a2 = p2
De la dltima igualdad no se puede deducir que a = b; mas bien, se tiene que a = +b. Por ejemplo, tanto 2
como —2 pertenecen al dominio de hy h(2) = h(—2) por lo que no se da la inyectividad. Para garantizar la

inyectividad se debe restringir el dominio de tal forma que la restriccién de la funcién al huevo dominio sea
inyectiva.

Por ejemplo, si consideramos como dominio el intervalo [0, oo[ entonces la'nuevafuncion p: [0, - R,
p(x) = x2 — 5, que es la restriccion de la funcion h al dominio [0, oo es inyectiva.

Ademas, si restringimos el codominio al intervalo [—5, oo[ entonces la hueva restriccion de h g: [0, 00 —
[-5,00[ , q(x) = x? — 5 es invertible (inyectiva y sobreyectiva).

Resumen

Elementos para el analisis de una funcién

Al analizar una funcion se toman en cuenta elementos como los siguientes:
= Dominio.
= Codominio
= Ambito, recorrido o rango
* Iméagenes y preimagenes.
= Ceros.
= Intersecciones con los ejes.
= Crecimiento y decrecimiento.
*  Maximos y minimos
= |nyectividad.
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Funcion inversa

Si f:A — B es una funcion real de una variable real con dominio A y recorrido o rango B, y
ademéas f es inyectiva, entonces tiene inversa, que simbolizaremos por f~1, y que satisface la
siguiente condicién:

(x,y) es un punto en la gréafica de f siy sélo si (y, x) es un punto en la grafica de f~1
De la definicion se tiene que y = f(x) siy sélosix = f~1(y).

En la notacion f~* para la funcion inversa, el —1 no es un exponente, es decir £~1(x) no es igual

1 z - e e, . . .. ., . , .
a o Ademas, la definicion indica que el dominio de la funcion f es el rango, recorrido o ambito

de la funcion £ =1 mientras que el rango de f es el dominio de £ 1.

Meétodo para hallar el criterio de la inversa de una funcion f.

indice

En la préctica, el criterio para la inversa de una funcion con criterio y = f(x).se puede obtener al intercambiar las
variables “x” y “y”. Luego se despeja “y” en términos de “X”, para obtener el criterio y = f~1(x) para la inversa

de f.

La dificultad puede consistir en despejar “y” en términos de “X”.

Ejemplo 27

Determine la inversa para cada funcion con. criterio dado.

a. f(x) = 3x—2, Dominio =R.
b. g(x) =v—1—x, Dominio = |—oo, —1].
2
¢. m(x) ==+2, Dominio =0, +co|
d. p(x) = x® + 8, Dominio = R
Solucion

a. Procedemos de la siguiente manera:
Intercambiamos las variables x, y en y = 3x — 2. Por lo tanto

x=3y—2
El segundo paso consiste en despejar la variable y en la tltima relacion.
_x+2
Y=73

Como la correspondencia anterior no presenta restricciones entonces su dominio (que es rango de la
funcion original f) es R. Por lo tanto el rango de f es R para que la funcion tenga inversa, y su
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inversa es
x+ 2

3

fx) =
Observe que el dominio de la inversa de f es el rango de la funcion f.

b. Primero observe que el recorrido o rango de g es [0, o[ pues v—1 — x > 0 para toda x en el dominio
de g. Para encontrar la inversa de g intercambiamos las variables “x” y “y” eny =+v—1—Xx, €s
decir, x = \/—1 — y . Elevando al cuadrado tendremos x> = —1 — y, y por lo tanto

y=—1—x?

Concluimos que g~1(x) = =1 — x?, eslainversade g, para 0 < x < .
Note que , el rango de g es el dominio de g~*.

2
c. Laexpresion x? + 2 no presenta ninguna restriccion para x, pero el dominio dado para la funciéon m

no es todo R sino un subconjunto de los nimeros reales, [0,+oo[. Esto es para garantizar que la
funcion sea inyectiva. Para encontrar la inversa de m, tenemos que intercambiar “x” y “y” en y =

2 2
x? + 2, paraobtener: x = y? + 2 . Empezamos a despejar lavariable y,

2 —xL2
Ve 2 x
y asi
Y2 =2(x—2)
Al despejar “y” obtenemos dos valores:

V1= =y 2(x —2) , Y2 =+/2(x—2)

Pero como el dominio de m(rango de la inversa de m) fue dado como [0, +oo[ entonces tenemos que
descartar la solucién y, _por.ser no positiva. Entonces la inversa de m es

m~1(x) = {/2(x —2),donde x € [2,+oo[

d. Como el dominio y rango de todo polinomio de grado impar es R y ademas para cada valor de y
existe un‘Unico valor de x tal que y = x3 + 8, entonces la funcién dada es inyectiva, y su rango es
R. Intercambiando “x” y “y” eny = x3 + 8, obtenemos x = y3 + 8, y asi

Despejando “y”

La inversa de la funcion dada es
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plx)=Vx—8, x€R
El dominio de la inversa es el rango de la funcién p.

Ejemplo 28

Determine un dominio méaximo para la funcién con criterio f(x) = x* — 1, y con rango [—1, +oo[. de
tal manera que se pueda garantizar que la restriccion de f a este dominio tenga inversa.

Solucién:

Se debe indicar en que puntos del dominio la funcion es inyectiva. Observe en la grafica de f que si se
toma el intervalo [0,+o[ como dominio, es posible garantizar inyectividad de:la restriccion de f.
Podriamos tomar como dominio el intervalo |—co, 0] en lugar de [0, +oo.

8
o

-4 v / 2 4

]
£

Entonces en el dominio R'la funcion con criterio f(x) = x2 — 1 no tiene inversa, pero su restriccion
g(x) =x* —1,x € [0,00[ tiene inversag~(x) =vVx+1,x € [-1,+oo.

Grafica de una funcion inversa

Existe una simetria respecto a la recta y = x de la grafica de la funcion respecto a su
inversa.

Esto se debe a que los puntos (x,y) y (y, x) son simétricos respecto a la recta y = x en el
plano cartesiano, y en la definicion de inversa tenemos que si (x,y) pertenece a la grafica
de una funcién invertible entonces (y, x) pertenece a la gréafica de su funcién inversa.

Ejemplo 29

Las graficas de las funciones invertibles dadas aparecen en color rojo mientras que las de las funciones
inversas aparecen en color verde. También agregamos la grafica de funcion identidad y = x, en lineas
discontinuas.
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a. f(x) = 3x—2, Dominio = R.

Observe que el dominio de gt es [0, +oo].
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plx)=1"+8 s

s =
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’ b2
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“
2 4 R 10 12 14 16

Conclusiones

Hemos finalizado el material complementario para el Mini MOOC Generalidades de funciones, de la
Coleccion Preparacion Matematica Bachillerato. Esperamos que el material haya sido de mucho
provecho y esperamos sus comentarios y sugerencias para que hagamos correcciones y cambios en
futuras versiones del material. Gracias y éxitos en sus estudios y en su vida personal.
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