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Introduccion

Este documento ha sido elaborado por el Proyecto Reforma de la Educacién Matematica en Costa Rica
(www.reformamatematica.net).

Es un material complementario para apoyar las actividades del Mini MOOC Representaciones de
funciones (http://minimoocs.reformamatematica.net/).

El proposito del Mini MOOC Representaciones de Funciones es apoyar la preparacion para las Pruebas
Nacionales de Bachillerato en Matematicas de Costa Rica.

Se describen diferentes conocimientos vinculados con las distintas representaciones de las funciones
matematicas: algebraica, tabular, grafica, simbolica, verbal, iconica, para.la resolucion de problemas de
acuerdo con las tematicas incluidas en los Programas de Estudios de Matematicas para la Educacion
Diversificada.

Al inicio del documento se le proporciona un indice alfabético en el que se da un listado, en orden
alfabético, de los temas o contenidos con el numero de pagina donde aparecen. Si usted hace clic sobre
dicho numero, serd remitido a la pagina donde se~proporciona el concepto, tema o contenido
correspondiente. Se puede regresar al indice alfabético’'desde cualquier pagina haciendo clic sobre la
palabra indice que aparece en el encabezado de todas ellas.

Es importante aclarar que el presente documento no es un libro de texto y tampoco es exhaustivo.
Procuramos que sea autosuficiente para l0s.propositos de este Mini MOOC pero no estd pensado para
ser utilizado como un medio para organizar la accién de aula.

Prohibida la reproduccion y la divulgacion total o parcial de los contenidos de este documento para fines
comerciales
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Representaciones de funciones
Existen muchos tipos de relaciones matematicas. Entre las mas importantes estan las funciones.

Definicion de funcion

Una funcidn real de variable real es una regla de correspondencia que asocia a cada namero real
“x” de un conjunto de partida A un Unico namero real “y” de un conjunto de llegada B.
Considere A y B subconjuntos no vacio de los nimeros reales R.

El conjunto de partida A es conocido como dominio de la funcién.
El conjunto de llegada B se llama codominio de la funcion.

Para simbolizar la correspondencia entre los dos conjuntos no vacios A y B que representa
una funcidn, que denotaremos por f, se utiliza la siguiente notacion: f:A — B.

En este caso el Gnico nimero real "y" de B (se dice que “y pertenece a B”, y se escribe
y € B) que corresponde al niimero real “X” de A, x € A, se denomina imagen de X, y se
denota como f(x). También se dice que x es una preimagen dey.

Por definicién de funcion cada preimagen solo puede tener una imagen, pero una imagen
puede tener varias preimagenes, puesto que la restriccion se impone sobre las imagenes
(un dnico numero real “y”).

El conjunto de los elementos “f(x)” de B para elementos x de A se conoce como imagen,
rango, ambito o recorrido de la funcion.

Una funcién también puede ser representada por un conjunto de pares ordenados. La abscisa del par
pertenece al dominio y la ordenadaal codominio de la funcion.

Ejemplo 1

Si A=1{1,2,3} y B={0,3,6,9,10} entonces el conjunto de pares ordenados {(1,0),(2,6),(3,10)}
representa una.funcién con dominio A. Observe que cada elemento del dominio A esté relacionado con
un Unico elemento de B. La imagen (recorrido, rango, &mbito) de la funcion es el conjunto {0,6,10}.

Por otro lado el conjunto de pares ordenados {(1,0), (2,3),(2,6), (3,10)} no representa una funcion con
dominio A pues el elemento 2 de A esta asociado a dos elementos distintos de B, los numeros reales 3 y
6. El conjunto dado representa una relacion pero no una funcion.

Prohibida la reproduccion y la divulgacion total o parcial de los contenidos de este documento para fines
comerciales
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Criterio de una funcién. Representacion simbdlica o algebraica de una funcion

La asociacion que involucra la imagen “y” la preimagen “X”, y la correspondencia “f” se
escribe como y = f(x), y es conocido como criterio, representacion algebraica o
representacion simbdlica de la funcion. Decimos que “x” es la variable independiente
mientras que “y” es la variable dependiente.

La notacion f(x) se lee “f de x”. Representa la aplicacion de la regla de correspondencia al
elemento x del dominio de la funcién. Observe que la notacion f(x) no significa f
multiplicado por x.

La representacion y = f(x) que denominamos anteriormente como criterio de la funcion,
también se conoce como forma estandar, normal o explicita de la funcion.

Ejemplo 2

Sea A = {1,2,3,4,5} el dominioy B = {1,4, 9,16, 25, 36,49} el codominio de la funcién cuyo criterio
es f(x) = x2.

¢Cuél es el rango (recorrido, ambito o imagen) de la funcién
¢Cual es la imagen de 3?

¢Cual es la preimagen de 25?

¢Cual es la preimagen de 49?

o0 o

Solucién

Como f(x) = x? entonces la regla de correspondencia en forma verbal es “eleve al cuadrado cada
preimagen”. El conjunto depreimagenes es el dominio A mientras que las imagenes son:

f(D)=12=1,f@2)=2*°=4,f3)=32=9,f(4) =4*> =16,f(5) =52 =25

Todas ellas pertenecen al conjunto B dado previamente como codominio de la funcion.

a.

El rango, &mbito, recorrido o imagen de la funcion es el conjunto de las iméagenes de la funcion, que
en este caso es el conjunto (que denotaremos con la letra R)
R={1,4,9,16,25}

En este caso el ambito o rango R es un subconjunto del codominio B.

La imagende 3es f(3) =9.

Para encontrar la preimagen de 25, tenemos que 25 es la imagen de algun elemento x del dominio,
por lo tanto basta dar el valor 25 a “y” en el criterio y = x2.

La ecuacién x? = 25 tiene dos soluciones: x = —5, x = 5.

Pero x = —5 no es elemento del dominio dado mientras que x = 5 si lo es.

Por lo tanto la preimagen de 25 es 5.

Para encontrar la preimagen de 49 hay que resolver la ecuacion x? = 49. Ambas soluciones x =
—7, x = 7 no pertenecen al dominio de la funcion. Por lo tanto 49 no tiene preimagen.

Prohibida la reproduccion y la divulgacion total o parcial de los contenidos de este documento para fines -
comerciales



Ejemplo 3
Sea A = {1,2,3,4,5} el dominio de una funcion cuyo criterio es f(x) = i_:: -3
a. ¢Cudl es el rango (recorrido o &mbito) de la funcién?
b. ¢Cudl es la imagen de 5?
. . 13
c. ¢Cuél es la preimagen de — i
d. ¢Cudl es la preimagen de —2,25?
Solucion

En este ejemplo no se da el codominio de la funcion.
+1
Como f(x) = i: — 3 entonces:

a. Elrango de la funcion dada es el conjunto de las imagenes de la<funcion.

1+1 2 7, _2+41 3 [0 "9
AT I NN I S
f(3)=£—3= g—3= s ) =S —35-¥3= ——
fO)=g5-3=7-3=-7
Entonces el rango de la funcion es el conjunto {—Z, — 2, —E, —E, — 1—5}.

3 4 5 6 7

15

b. Laimagende5es f(5) = ——.

7

. 13 .
c. Lapreimagen de — —es 4 conforme se,observa en la parte a. Pero otra forma de determinarlo

. ., 13
consiste en resolver la ecuacion fi(x) = ——:

x+1 13
X+ 2 6

1

. +
Esto equivale a, —

13 5 .
= — =4 3 == que puede ser escrito como
x+2 6 6

6(x + 1)'=5(x + 2). Multiplicando obtenemos 6x + 6 = 5x + 10, y asi
6x = 5x= 10 — 6. Simplificando tendremos x = 4, la preimagen de —1?3.

d. Para la preimagen de -2,25 tenemos que resolver la ecuacion f(x) = —2,25:

x+1
x+ 2

—-3=-225

+1

Operando como antes, ;2 = —2,25+3 =0,75es decir,x +1 = 0,75x + 1,5 lo que, al

Prohibida la reproduccion y la divulgacion total o parcial de los contenidos de este documento para fines
comerciales
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simplificar queda x — 0,75x = 1,5 — 1 que es equivalente a 0,25x = 0,5. Por lo tanto x = 2 =
que pertenece al dominio de la funcién.
La respuesta podria ser obtenida sin resolver ecuacion si sabemos que —2,25 = —z :

Diferencia entre funcion y relacion

La principal diferencia entre una funcion y una relacién es que en una funcion el elemento
del conjunto de llegada es Unico. En una relacion esta condicion no es necesaria: puede
haber mas de un numero real del conjunto de llegada que corresponda a un elemento del
conjunto de salida.

Por lo tanto, toda funcion es una relacion pero no toda relacion es una funcion.

Ejemplo 4

1. La relacion x% + y? = 4 tiene forma de una ecuacién que felaciona dos variables. Si “X” es la
variable de entrada y “y” la de salida entonces' y?2=4—x% 'y por lo tanto

y=+V4—x2

Para cada valor de entrada “X” entre -2 y 2, es decir =2 < x < 2, existen dos valores distintos para

la salida “y”. Por ejemplo, si la entrada x = 1 entonces y = —/3 , y = +/3 son dos valores distintos
para la variable de salida “y”, por lo tanto1a relacion

no representa una funcién.

2. En la relacion y3 + 2x%'= x — 1, si consideramos a “X” como variable de entrada y “y” como
variable de salida entonces podemos despejar y3 = x — 1 — 2x2, ypor lotanto y = Vx — 1 — 2x2 .
Aqui no aparecen los dos signos + debido a que el indice de la raiz es 3, un nimero impar. Para cada
valor de la entrada “X” se obtiene un unico valor para la salida “y”. Por lo tanto la “ecuacién” y3 +
2x% = x — 1 representa una funcion que se escribe en forma estandar (normal o explicita) como
y = f(x)'=¥x — 1 — 2x2. En este caso el dominio de la funcién f es el conjunto de todos los
numeros reales, R, pues no existe restriccion para la variable independiente o de entrada “X”.

Ejemplo:5

El peso de una persona no es funcion de su altura. Dada la altura de una persona no se puede determinar
su peso en forma exacta, es decir, dos personas con una misma altura pueden tener pesos distintos.
Dicha relacion no representa una funcion.

Prohibida la reproduccion y la divulgacion total o parcial de los contenidos de este documento para fines -
comerciales



Representacién tabular o numérica de una funcién

La representacion tabular o numérica de una funcién real de una variable real f es una tabla
con dos columnas (o filas). La primera columna (fila) contiene valores de la variable
independiente “x” del dominio de la funcién mientras que la segunda columna (fila) contiene
valores de la variable dependiente “y” que satisface y = f(x), es decir, “y” es la imagen de “x” al
aplicar la regla de correspondencia f.

Por lo tanto la representacion tabular o numérica de una funcién f contiene algunos puntos de la
forma (x, f(x)) parax en el dominio de la funcion. Cada preimagen x tiene una Unica imagen y =

f ).

Ejemplo 6

La tabla

=

'
[REN

g1~ |O
w
S| w| o o

representa una funcién. A cada valor de la variable.independiente x corresponde un unico valor de la
variable dependiente y.

Ejemplo 7

La tabla
x|y
-1 6
01
1|0
2|3
-1 |36

no representa una funcién. A cada valor de la variable independiente x corresponde un Gnico valor de la
variable dependiente y. Al valor de la variable independiente x = —1 corresponden dos valores distintos

de lawvariable dependiente y, y = 6, y = 36. Por lo tanto la tabla representa una relacion pero no una
funcion.

Prohibida la reproduccion y la divulgacion total o parcial de los contenidos de este documento para fines -
comerciales
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Graéfica de una funcion. Representacién gréafica o visual de una funcién

La grafica, representacion gréafica o visual de una funcion real de una variable real f es el
conjunto de los puntos (x, ¥) del plano cartesiano donde la variable independiente “X pertenece al
dominio de la funcion y la variable dependiente “y” satisface y = f(x), es decir, “y” es la imagen
de “x” al aplicar la regla de correspondencia f. Para cada abscisa x habra una Unica ordenada y.

Para construir la representacion grafica de una funcién es conveniente construir primeramente una
representacion tabular para la funcion, que contenga algunos puntos de la forma (x, f(x)) para x
en el dominio de la funcidn, y unirlos con una linea continua cuando los puntos intermedios (entre
dos puntos de la tabla) sean parte del dominio de la funcion. Esto nos proporciona una parte de la
grafica de la funcion.

Algunos de los puntos que son importantes para la construccion de la gréafica son:
= Los ceros de la funcién (si pertenecen al dominio), que son los puntos donde la gréafica de
la funcidn interseca al eje de las abscisas. Tales puntos son las raices o soluciones de la
ecuacion f(x) = 0.
= También el punto donde la gréafica de la funcion interseca el eje de las ordenadas. La
ordenada de dicho punto se conoce ordenada en el origen, el valor y = f(0) suponiendo
gue x = 0 pertenece al dominio de la funcién.

En resumen, la representacion grafica de una funcion f: A — B con representacion algebraica o
simbdlica y = f(x) es el conjunto de los pares ordenados (x, f(x)) con x € A que podemos
representar como:

Gréficade f = {(x,y):x € A,y = f(x) € B}

Ejemplo 8

Considere la funcion f: R — R concriterio f(x) = —2x + 3. Represente graficamente la funcion
dada.

Solucién
Primeramente construiremos una tabla con dos columnas (podrian ser dos filas). En la primera columna

daremos algunos.valores para la variable independiente o de entrada “X” y en la otra columna
escribiremos los valores de f(x).

X f(x)

1] f(=1)=-2(-1)+3=5
f(0)=-2(0)+3=3
f(H)=-2(1)+3=1
f(3) =-2(3)+3=-3

W —|Oo

Representando los puntos (-1, 5), (0,3), (1, 1), (3, -3) en el plano cartesiano y uniéndolos con una linea
continua (lo podemos hacer pues el dominio de la funcién es el conjunto de todos los nimeros reales)
obtendremos la siguiente representacion gréafica:

Prohibida la reproduccion y la divulgacion total o parcial de los contenidos de este documento para fines
comerciales



Entre mas puntos contenga la tabla, mejor es la representacion grafica para la funcién. En este ejemplo
bastarian dos puntos pues la gréafica es una recta

Otro dato importante para dibujar la gréfica consiste en determinar la interseccion con el eje de las
abscisas. Tales puntos son las raices, ceras+0 soluciones de la ecuacion f(x) = 0, que en este caso es

—2x +3 =0dedonde x = 2 Obtenemos el punto (; O). Luego, se halla la interseccion en el eje de las

ordenadas, para ello se debe buscar el punto que satisface y = f(0) —2 -0 + 3 = 3. La ordenada en el
origen es y = 3,y el punto correspondiente es (0,3).

Ejemplo 9

Considere la funcién f: R — R con criterio f(x) = x? — 2x — 3. Represente graficamente la funcion
dada.

Solucién

Construimos una tabla con algunos pares ordenados (puntos) de la gréafica de la funcion

f(x)
2| f(=2)=(=2)?-2(=2) =3 =5
£(0) = (0)> —2(0) =3 = -3
f@)=(2)?—2(2) -3 =-3
fB3) =@)?*-23)-3=0

>

WIN|O

Prohibida la reproduccion y la divulgacion total o parcial de los contenidos de este documento para fines
comerciales



indice

La grafica de la funcién es una parabola que se abre hacia arriba, conforme se muestra abajo.

Ejemplo 10

Considere la funcién f:]—o, 4] » R con criterio f(x) =1+ v4 — x . Represente graficamente la
funcion dada.

La tabla con algunos puntos de la gréfica es:

X f(x)

-5 f(=5)=1+V4—5=4
fO)=1+vV4-0=3
fRQ)=14+V4-2=1+2
f3)=1+V4-3=2
f@A=1+V4-4=1

Al Wl N O

Abajo vemos la grafica de la funcién.

Prohibida la reproduccion y la divulgacion total o parcial de los contenidos de este documento para fines
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Ejemplo 11

Considere los conjuntos A ={-2,-1,0,1,2} y B={-6;-5,-4,-2,0,1,2,4,6}y f:A— Bcon
criterio f(x) = 2x. Represente la funcion f graficamente.

Solucién:

Note gque el dominio de dicha funcion es discreto por lo que a la hora de dibujar la grafica en el sistema
de coordenadas no podemos unir los puntos.mediante una linea continua. La grafica de la funcion consta

de cinco puntos “aislados”.

Y A

A

Prohibida la reproduccion y la divulgacion total o parcial de los contenidos de este documento para fines
comerciales



Ejemplo 12

¢ Cuales de las siguientes graficas representan una funciéon?

a)

Y

b)

)

Prohibida la reproduccion y la divulgacion total o parcial de los contenidos de este documento para fines
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Solucién:

a) La grafica corresponde a una relacion pero no a una funcion pues existen rectas verticales que
intersecan a la grafica en mas de un punto. Esto quiere decir que existen preimagenes con mas de
una imagen.

-3 \1 0 1 2 3 / 5 6 7
- xr

VIV

c) La prueba de la vertical, indica que la grafica no representa a una funcion. Existen preimagenes con
mas de una imagen.

Prohibida la reproduccion y la divulgacion total o parcial de los contenidos de este documento para fines
comerciales



Representacion verbal de una funcion

La representacién verbal de una funcion real de una variable real f es una descripcion de la
funcion en palabras. Es una frase que describe como la variable de entrada se relaciona con la
variable de salida.

Se nos presenta un texto donde se expresan ciertas caracteristicas de la funcion en forma literal.

Este tipo de representacion se vincula con la capacidad linglistica de las personas.

Ejemplo 13

Nicolas deposita cien mil colones en una cuenta de ahorros a una tasa de interés anual de ocho por
ciento durante diez afios. Si-el interés se compone anualmente (se acumula anualmente), ¢cuanto dinero
tendrd al finalizar los diez afios si Nicolas no retira dinero ni hace nuevos dep6sitos?

Esta descripcion verbal presenta algunas caracteristicas y datos de una funcion que relaciona la cantidad
de colones en la cuenta de ahorros (valor futuro) con el deposito inicial (principal), la tasa de interés
anual y el tiempo(en afios), un caso particular de la representacion algebraica o modelo

A)=Px (1410t
P es la cantidad depositada inicialmente, i es la tasa de interés pagada anualmente por el banco por la

cuenta de ahorro (en forma decimal), t el tiempo en afios y A(t) la cantidad de dinero en la cuenta de
ahorros en el tiempo t.

Prohibida la reproduccion y la divulgacion total o parcial de los contenidos de este documento para fines
comerciales



Ejemplo 14

La cantidad de bacterias en una colonia duplica cada cinco horas. Si la poblacion inicial es de 250
bacterias, ¢cuantas bacterias tendra la colonia después de un dia?

El problema describe verbalmente la funcion cuya representacion algebraica o modelo es
C(t) = 250 x 2t/5
en donde t representa el tiempo (en horas) y C(t) la cantidad de bacterias en el tiempo t.

Existen otras representaciones para una funcién que, de alguna forma, son equivalentes a las presentadas
aqui.

Por ejemplo, como un conjunto de pares ordenados de la forma (x, f(x)),X pertenece al dominio de la
funcion. Pero esta forma es equivalente a la representacion tabular.

Las principales funciones que utilizaremos
Las funciones méas importantes que utilizaremos en este Mini. MOOC son:

Funcion lineal

Sea f una funcién f:R — R con representacion algebraica f(x) =mx+b, con m y b
constantes reales.

La funcion f se denomina funcion lineal.

La representacion grafica de una funcién lineal es una recta con pendiente m y ordenada en el
origen b.

Si la pendiente m # 0 la grafica de de la funcion lineal con dominio R inteseca el eje x de las

. b
abscisas en x = ——.
m

Cuando m = 0 la recta es horizontal y su representacion algebraica es y = b.

Prohibida la reproduccion y la divulgacion total o parcial de los contenidos de este documento para fines
comerciales
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Funcién cuadratica

Sea f una funcion f: R — R con representacion algebraica f(x) = ax? + bx + ¢, cona, b, ¢
constantes reales, a # 0.

La funcion f se denomina funcion cuadratica.

La representacién grafica de una funcion cuadratica es una parabola que se abre hacia arriba si
a > 0 y que se abre hacia abajo si a < 0.

e Siel discriminante A= h? — 4ac es positivo la parabola interseca el eje x de las abscisas en los
ceros de la funcion f que corresponden a las raices de la ecuacion cuadréatica ax? + bx + ¢ =0

—b —Vb? — 4ac —b + Vb2 — 4ac
1= 2a » X2 = 2a

e Si el discriminante A= b? — 4ac = 0 la parabola interseca el eje x de las abscisas en el Gnico
cero de la funcion f que corresponde a la raiz de la ecuacion cuadratica ax? + bx + ¢ = 0

—b

x1=2a
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e Siel discriminante A= b? — 4ac es negatvo la parabola no interseca el eje x.

b A 2.ng z
o Elpunto (_Z'_E) es el vertice de la pardbola.

q b o g - /
o Larecta vertical x = — 25 €S el eje de simetria de la parébola.

flz) =x* —[2x -5

de simetria

Eje

Vértice }

=cC

e o e i ) ] o . e e e

$Vértice
f(z) = az® bz #F c,a>0,A>0

A

-4

f(x) = az® + bx + c,';a <0,A

simetria

1 i

f(x =a:c2—|—bm—l—ic,a>(],A =0
_2 !

f(x) = az® + bz

a

m

: o
) 1 e T

t+e,a <0,

-5

Prohibida la reproduccion y la divulgacion total o parcial de los contenidos de este documento para fines

comerciales



indice

Ecuacion normal o forma estandar de la parabola
La representacion algebraica f(x) = ax? + bx + ¢ de una funcién cuadratica puede ser escrita en la
forma
f(x) =alx—h)*>+k
en donde h, k dependen de a, b, c.

Esta nueva representacion es muy conveniente para ubicar el vértice de la pardbola, que es.el punto
(h, k). Para obtenerla se utiliza el método de completar cuadrados:

Método de completar cuadrado

El método de completar cuadrado consiste en partir del binomio x2 + 2ax, sumar y restar el
término a? para no cambiar el valor de la expresion algebraica, y asi tener (x? + 2ax + a?) — a?.
La expresion que se encuentra entre paréntesis es el trinomio cuadrado perfecto (x + a)?2. Por lo
tanto

x2 4+ 2ax = (x?> + 2ax + a®) —a® = (x + a)? — a?

Pasos para completar cuadrado en la expresion algebraica ax? + bx

1. Se factoriza el coeficiente a: a (x2 + Zx)

2. Se determina la mitad del coeficiente lineal dentro del paréntesis, es decir la mitad de g gue es

b . b?
2o Y se eleva al cuadrado: v
3. Sumar y restar la cantidad anterior dentro del paréntesis. Luego se obtiene un trinomio

cuadrado perfecto:
, b b2 b?
alx +ax+—,——,

4q2 4q?
b\? b2
= ((“5) ‘m)
b\? b2
= (“z) "I

Por lo tanto

b\?> b2
2 bx = ( )__
ax“+bx =a x+2a 1a

De lo.anterior,

(x) =ax?+bx+c= (+b>2 B = (+b)2 b7~ tac
f(x) =ax xte=alx+o- ag Te=alxto ia

2_
queesdelaformaf(x)=a(x—h)2+kconh=—%, k=—b4§ac=—f—aIascoordenadasdelvérticede

la parabola.
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Ejemplo 15

Determine el vértice, eje de simetria, ordenada en el origen e intersecciones con el eje de las abscisas
para la parabola con representacion algebraica  f(x) = 3x2 + 2x, utilizando el método de completar
cuadrados.

Solucién

Como el coeficiente de x2 es diferente de uno, entonces hay que factorizar el coeficiente 3.del'monomio
3x?2 antes de completar cuadrado.

3x2+2x =3 (x2 +zx)
2 X 1 1
En el binomio x? + X ocupamos la mitad del coeficiente lineal. Esta mitad es S ysu cuadrado es 5

Por lo tanto, hay que sumar y restar % al binomio

3 (xz + %x)

=3(x2+§x+%—%)= Sesumayresta%

=3 ((x2 + %x + %) — %) Se agrupa el trinomio. Note que x? + %x + % = (x + g)z
=3 (x + é)z - § Se factoriza el-trinomio cuadrado perfecto.

2
Por lo tanto, f (x) = 3x?% 4+ 2x = 3(x+§) —g.

o . 1 1 . . 1 . . .
El vértice de la parabola es el punto (— 3 —). Ademas la recta vertical x = —3 es el eje de simetria de

3
la parabola.

La ordenada en el origen €s f(0) = 3(0)2 + 2(0) = 0. Las intersecciones con el eje de las abscisas son
los ceros o raices de la funcion, es decir las soluciones de la ecuacion de segundo grado

_ 2,2 _ 1 _1_
f(x) =3x +2x—3(x+3) 3—0

La primera estrategia consiste en utilizar factorizacion
3x2+2x=x(Bx+2)=0

Cada factor del producto se anula: x =0, 3x + 2 = 0. La parabola interseca el eje x en x =0, y en
2

X =—-
3
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Ejemplo 16

Dada la parabola con representacion algebraica g(x) = 5x? — 6x + 1, determine su Vvértice, eje de
simetria, ordenada en el origen e intersecciones con el eje de las abscisas,

a. Utilizando el método de completar cuadrados.
b. Utilizando las formulas dadas en cuadro “Funcién cuadratica”.

Solucién

a. Lo primero que tenemos que hacer es factorizar el 5 del monomio 5x2 en el binomio'que queremos
completar cuadrado.

2 _ _ 2_9
5x 6x+1=5(x 5x +1

. . , . .. L 6 R
En el binomio que se encuentra dentro del paréntesis el coeficiente lineal es —c ysu mitad corresponde

3 9 P .
a-—c. Luego su cuadrado es -5+ este es el valor que se'suma‘y resta dentro del paréntesis de la
siguiente manera:

2_6 22 2
5 (x 5x) +1+ P Sumando y restando o
=5 ((x2 — Sx + %) — %) +1 Agrupando el trinomio donde existe el trinomio cuadrado
perfecto.

, 6 9 3\?
Comox —=-x+—= — =) entonces
5 25 5

5(2—9 +i) %) 41
5T 5) T35

2
Por lo tanto, g(x) = 5x> —6x+1=5 (x —g) —g.

4

S . 3 . . . . 3 .
El vértice de la parabola es el punto (E’ - E)' El eje de simetria es la recta vertical x = = La parédbola

interseca el eje de las ordenadas en g(0) = 5(0)? — 6(0) + 1 = 1. La ordenada en el origenes y = 1.
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Despejando: 5 (x — %)2

Para el signo + en

vl N

Para el signo — en

vl N

Veértice: (

g(X)=5(

4
5

Dividiendo por 5
Sacando raiz cuadrada

3
Sumando - a ambos lados

tenemos x =

tenemos x = —

. - . 1
Por lo tanto la parabola interseca el eje x en x = - yenx = 1.

b. Utilizando las formulas mencionadas conia = 5;b = —6,c = 1

b2—4ac) _ ( -6
- 10’

ordenada en el origen es g(0) = 1,y los ceros de g son

~b=bZ—4ac _6-+36—20 6—4

ulN
u|lw
Il

vl N
u|lw

x1=

~b+VbZ—dac _6+36—20 6+4

X1 =

). El eje de simetria es x = —

1
5

1

indice

Para determinar los ceros de la funcion g sin utilizar la férmula general, es conveniente utilizar la
expresion con cuadrado completado:

3
— == La
a 5
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Funcion exponencial

Una funcion exponencial con base a es una funcion con representacion algebraica
f(x) = a* donde x es un nimero real y a es un numero real positivo distinto de 1.

El dominio de f es R y su rango o recorrido es el conjunto de todos los nimeros reales
positivos f: R — ]0, oof .

f(z) =a*

a>1 Ll

0<a<l1

1. La gréafica de f(x) = a*, x € R,a > 0,a # 1 contiene el punto (0,1) pues a® = 1 si
a#0.
2. Como a' = a entonces la grafica de f contiene el punto (1, a)

indice

Nota: Cuando la base es el nUmero irracional e, conocido como nimero de Euler, encontramos muchas

aplicaciones interesantes para la funcion exponenecial f(x) = e*.

Propiedades de las potencias con exponentes reales

Sean a y b son numeros reales positivos distintos de 1, x, y son reales. Entonces

1. a*-a¥ = a*"Y Multiplicacion de potencias con igual base: se conserva la base y se
suman lo exponentes

2. —=a*"? Division de potencias con igual base: se conserva la base y se restan
los exponentes
3. ((ax))y = a’™¥ Potencia de potencia: se multiplican los exponentes

4. (a-b)* =a*-b* Potenciade un producto es el producto de las potencias

X X
5. (%) = % Potencia de un cociente es el cociente de las potencias
Por convencion se define a® = 1.
1

Un caso particular de la segunda propiedad, cuando x = 0,esa™ = =
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Funcion logaritmica

La funcidn logaritmica en base a se define como sigue:
y = f(x) =log, x si ysélosi x = a¥ para x real positivo y a real positivo distinto de 1.

El dominio de f es el conjunto de todos los nimeros reales positivos y su rango o recorrido
es R.

f(z) =log,x

2
vV
-

0<a<1

"~

La grafica de f(x) = log, x, x real positivo, a real positivo,a # 1 contiene los puntos
(1,0) y (a,1), es decir,log, 1 =0 y log,a=1 puesa’ =1y a' =a.

Por lo tanto el log, x es la potencia de a que es igual a x.

Ejemplo 17

a. log;81 =4 pues 3* =81
1y _ _ 6 £ QN1
b. log, (64) =—6 pues 27° == =—

26

Notas:

Cuando la base es 10, €s costumbre eliminar la base y escribir log x en lugar de log, x.

Cuando la base es_.el numero irracional e el log, x se escribe como Inx, y se conoce como logaritmo
natural.

Propiedades de los logaritmos

Las propiedades importantes de la funcién logaritmica en base a son:
1. log,(x - y) =log,(x) + log,(y)

2. log, (5) = logg(x) —loga(y)

3. log,(x™) = nlog, x
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4. log,(Vx) =log,(x¥/™) = %logax

logg x
loga b

5. logy x = para b real positivo distinto de 1 (Cambio de base)

Funcioén raiz cuadrada

La funcion con representacion algebraica f(x) = Vax + b, a, b reales, x real tal que ax +
b = 0 se denomina funcion raiz cuadrada.

El dominio de f es el conjunto de todos los nimeros reales x que satisfacen ax+b >0 y
su rango o recorrido es el conjunto de los nimeros reales no negativos, [0, oo.

Ejemplo 18

Graficar la funcién con representacion algebraica f(x) = v2x + 3.

Solucién

El dominio de la funcion dada es el conjunto de los nimeros reales x que satisfacen 2x + 3 = 0, es decir

3 . . 9 .
X=—:. Su recorrido es el conjunto de los.nUmeros reales mayores o iguales a cero.

Sigue una tabla con algunos-puntos de la gréafica de la funcion

X -3/2, 01?2
f(x) =v2x +3 0 V3 |V5[V7|3]5

f(x) =2z + 3
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Ejemplo 19

Graficar la funcion con representacion algebraica f(x) = V5 — x.

Solucion

El dominio de la funcion dada es el conjunto de los nimeros reales x que satisfacen 5 — x > 0, es decir
—x = —5 consolucion x < 5. Su recorrido es el conjunto de los nimeros reales mayoreso.iguales a

cero.

Sigue una tabla con algunos puntos de la gréafica de la funcion

X

f(x)=Vv5—x

0
JEl2]1)0

I
[N
3 m
w

Representaciones de funciones yasus tsansformaciones
La traduccién dentro de una misma representacion o entre diferentes representaciones es esencial en la

ensefianza y en el aprendizaje de las funciones pues permite que el estudiante capture el comportamiento
de una funcién desde diversos‘angulos enriqueciendo su comprension.

Ejemplo 20

Transformacion de la representacion verbal a la algebraica

Representar algebraicamente la siguiente representacion verbal:

La fuerza de atraccion entre dos objetos con masas m, y m, es directamente proporcional al producto de
las masas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre ellas.

Solucién
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Si etiquetamos con la letra r la distancia entre las masas m; y m,, que supondremos masas puntuales y
F para fuerza de atraccion entonces tenemos:

F <« mym, lafuerza es directamente proporcional al producto de las masas
1 . . . .
F « = la fuerza es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia

Por lo tanto, si k es la constante de proporcionalidad, podemos escribir:

mm
F=k 117t2

T2

Ejemplo 21

Transformacién entre representaciones tabulares

Dada la tabla

X
fo) [1]5]8]3

Complete la tabla que sigue

X 01 2] 3
2f(x)+3

Solucién

Sig(x) = 2f(x) + 3entonces g(0)=2f(0)+3=2(1)+3=5,9g(1)=2f(1)+3=2(5)+3 =
13,9(2) =2f(2)+3=2(8)+3=19, g(3) =2f(3)+3=2(3)+3=09.

x 0[1]2]3
2f(x)+3 |5 | 13[19]9

En esta solucién.utilizamos una tabla de valores para obtener otra tabla . Esto es lo que se conoce como
un tratamiento.dentro de un misma representacién que en este caso es tabular-tabular. Pero también
utilizamos.la representacion algebraica para hacer los calculos de los valores de la funcién g. Esto se
conoce _como una transformacion o conversion entre representaciones. Claro que podriamos hacer los
calculos directamente dentro de la representacion tabular.
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Ejemplo 22

Transformacion de representacion tabular a gréafica

Construya una grafica con representacion tabular

x |-1]0[1]2[3]4]5
fo) |3 ]o]-1]o[3]8]15

Solucién

Graficamos primeramente los puntos dados y posteriormente los unimos con una‘curvasuave. Esto nos
da una posible representacion grafica para la funcion.

.
E
ys °
7
[
5
4
F D
e °
2
1
o 1A C
3 2 1 ‘D 1 ’ 3 4 5 [ : 3 5 1 :
B L T
1 ®

En este ejemplo hemos partido de una representacion tabular y obtenido una representacién grafica. Es
una transformacion entre dos representaciones: tabular-grafica.
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Ejemplo 23

Transformacion de representacion gréfica a tabular

Dada la representacion gréfica de una funcion f

f(z)

complete la siguiente tabla

X
f&)

Solucién

Algunos datos de la tabla pueden ser observados directamente en la representacion grafica. El
cuadriculado en la representacion facilita la ubicacion de los valores de ciertas imégenes. Por ejemplo:

f(=6)=0, f(=5) =1, f(=35)=2, f(0)=4,f(2)=2, f(4) =0. Pero para x = 4,5y para x =
6,3 sus imagenesno son ubicables de forma tan directa.

En el intervalo [4, 5] tenemos un segmento de recta que contiene los puntos (4,0) y (5, 3). Su pendiente
es

Su ecuacion es y = mx + b = 3x + b. Para encontrar el valor de b podemos utilizar cualquiera de los
dos puntos. Si utilizamos el punto (4, 0) tendremos
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0=3%x4+b

Por lo tanto b = —12, y el segmento se representa algebraicamente como y = 3x — 12. Cuando x = 4,5
suimagenesy = 3 x 4,5—12 = 1,5. De esta forma logramos calcular f(4,5) = 1,5.

En el intervalo [5, 7] tenemos un segmento de recta que contiene los puntos (5,3) y (7,1). Su pendiente
es

Su ecuacion es y = mx + b = —x + b. Para encontrar el valor de b podemos utilizar cualquiera de los
dos puntos. Si utilizamos el punto (7, 1) tendremos

1=-7+0b
Por lo tanto b = 8, y el segmento se representa algebraicamente como y = =x.+ 8. Cuando x = 6,3 su
imagenes y = —6,3 + 8 = 1,7. De esta forma logramos calcular £(6,3) = 1,7. La respuesta es

x |-6]-5]-35]0]2]4]45][6,3
fol o[ 1] 2 Jal2]o[15[17

Ejemplo 24

Transformacién de representacion grafica a grafica

Dada la representacion gréfica de una funcidn f,

f(z)

¢ Cudl es la representacion grafica de la funcion g(x) = 2f(x) — 1?
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Solucién

Como la representacion grafica de f estd formada por segmentos de rectas entonces es méas sencillo
poder trasladar y dilatar dichos segmentos. Para esto basta transformar los extremos de los segmentos.
Como

9(=6)=2f(-6)-1=-1, g(-9=2f(-4)-1=2x2-1=3,9(-3)=2f(-3)-1=3

g(0)=2f(0)—1=2x4—-1=7,
g4 =2f4)-1=-1,9(5)=2f(5)—1=2x3—-1=5

g(7)=2f(7)—1=2x1—-1=1 entonces la representacion gréafica de g es

6 5 4 3 -2 1 0 1 2 3 y 5 6 7 H
I
-1

Ejemplo 25

Transformacion de representacion algebraica y gréfica a grafica y algebraica

Abajo vemos la representacion grafica de funcion con representacion algebraica f(x) = x?

y

f(x) =f«*

1
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es utilizada para producir una nueva representacion grafica de una funcion con representacion algebraica
gix)=(x—-a)*+b

g(x) = (x — a)’[+b

-3

Determine los valores de a y b.
Solucion

La grafica de g consta de una traslacion horizontal de 2 unidades hacia la derecha. Observe que el
vertice de la pardbola representada por f'.se encuentra en el origen mientras que el de la representada por
g se encuentra en x = 2. Esto significa que hay que reemplazar x? por (x — 2)?. Ademas existe una
traslacion vertical de 3 unidades hacia abajo. Esto implica que tenemos que restar 3 en la ultima
expresion, es decir,

gx)=(x-2)*-3
Porlotantoa = 2. b = =3.

En general

Prohibida la reproduccion y la divulgacion total o parcial de los contenidos de este documento para fines
comerciales



indice

Traslaciones y reflexiones de gréaficas de funciones

Sea f una funcion, a una constante real positiva.

Sean fi(x) = f(x) +a, fLb(x)=f(x)—a, f5(x)=f(x+a), fo(x)=f(x—a),
g(x) = —f(x), h(x) = f(—x). Entonces la gréfica de

1. fi(x) se obtiene desplazando la grafica de f(x) a unidades hacia arriba.

2. f,(x) se obtiene desplazando la gréfica de f(x) a unidades hacia abajo.

3. f3(x) se obtiene desplazando la gréfica de f(x) a unidades hacia la izquierda.

4. f,(x) se obtiene desplazando la gréfica de f(x) a unidades hacia la derecha.

5. g(x) se obtiene haciendo una reflexion de la grafica de f(x) sobre el eje horizontal.

6. h(x) se obtiene haciendo una reflexion de la gréafica de f(x) sobre el eje vertical.

Ejemplo 26

Transformacion de representacion algebraica y/gréafica a algebraica y grafica

Abajo vemos la representacion gréfica de funcion con representacion algebraica f(x) = In(x)

fl(z) = In(z)

Utilizarla para esbozar la gréfica de la funcion con representacion algebraica g(x) = —f(x + 2).
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0.5

-0.5

Solucién

La gréafica de g se obtiene mediante una traslacion de la-grafica de f dos unidades hacia la izquierda y
posteriormente haciendo una reflexion sobre el eje de las'abscisas, eje x.

La gréfica que sigue corresponde a la traslacion de la grafica de la funcion original 2 unidades hacia la
izquierda

f(x) = In(x + 2)

-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 [} 0.5 1 1.5 2 25 3

0.5

Ahora hacemos una reflexion sobre el eje x. El eje de las abscisas funciona como un espejo plano en
donde la gréfica es reflejada. Graficaremos ambas en un mismo sistema cartesiano para que usted pueda
observar la reflexion.
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De esta forma obtenemos la representacion grafica de la funcion g(x) = —f(x + 2).

-2.5 -2 -1.5

0.5

Ejemplo 27

g(x) = —In(x +2)

Transformacion de representacion gréafica y algebraica a gréafica

Considere la siguiente representacion grafica de una funcion f con dominio [—6, 7] y recorrido o rango

[0, 4].

5

f(z)
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a. Construya la gréafica de la funcidn g cuya representacion algebraica es g(x) = f(x — 2). ¢Cual es el
dominio de g? ¢Cual es el recorrido de g?

b. Construya la gréafica de la funcion h cuya representacion algebraica es h(x) = f(x — 2) — 3. (Cuél
es el dominio de h? ¢Cual es el recorrido de h?

c. Construya la gréafica de la funcion w cuya representacion algebraica es w(x) = f(—x). ¢Cual es el
dominio de w? ;Cual es el recorrido de w?

Solucién

a. La gréfica de g se obtiene mediante una traslacion de la grafica de f dos unidades hacia la derecha.
Por lo tanto, al sumar 2 unidades a los valores del dominio de f , obtendremos el dominio de la
funciong: [-6+ 2,7 + 2] = [—4,9].

Como la traslacion es horizontal entonces el recorrido de la funcién g es el mismo de la funcion f.
Por lo tanto el recorrido de la funcién g es: [0, 4].

b. La graficade h se obtiene mediante una traslacion de la grafica de f dos unidades hacia la derecha y
tres unidades hacia abajo. Debido a la traslacion de dos unidades hacia la derecha hay que sumar 2
unidades a los valores del dominio de f para obtener el dominio de h: [—4, 9].

El recorrido de h se abtiene al restar 3 unidades a los valores del recorrido de f, debido a la traslacion
de tres unidades hacia abajo. Por lo tanto el recorrido de h es el intervalo [0 — 3,4 — 3] = [-3, 1].
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c. Lagrafica de w se obtiene mediante una reflexion de la grafica de f sobre el eje y. En este caso el eje
y funciona como un espejo plano, y como el argumento —x-dela funcion f se encuentra entre —6 y
7 entonces x, argumento de w se encuentra entre —7 y .6. En otras palabras como en f(—x)

entonces,

El dominio de la funcion w es el intervalo [—7, 6].

El recorrido de w es el mismo def: [0, 4].

Cada punto en la grafica en negro se obtiene al hacer una simetria axial respecto al eje y del punto
correspondiente en la gréfica en rojo.
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Conclusiones

Hemos finalizado el material complementario para el Mini MOOC Representaciones de funciones, de la
Coleccion Preparaciéon Matemética Bachillerato. Esperamos que el material haya sido de mucho
provecho y esperamos sus comentarios y sugerencias para que hagamos correcciones y cambios en
futuras versiones del material. Gracias y éxitos en sus estudios y en su vida personal.
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