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Uso de la historia de las Matematicas en la ensefianza de las Matematicas de la Educacién Secundaria

René Descartes y la Geometria Analitica

Se considera que la geometria analitica es la asociacién de
tres factores: la expresion de una realidad geométrica, el uso
de coordenadas y el principio de representacién gréfica.
Algunos de estos elementos pueden encontrarse en el trabajo
de matematicos previos a Descartes. Por ejemplo, las
observaciones astronomicas de la antigiiedad condujeron al
uso de coordenadas en el espacio; los griegos Arquimedes y
Apolonio realizaron trabajos con dos variables que utilizaron
para estudiar las coénicas; en el siglo XVI, Oresme realiz6
representaciones graficas de ciertos fendmenos. (Simard,
2008)

René Descartes (1596 — 1650)

Sin embargo es en los trabajos de los franceses René

Descartes (1596-1650) y Pierre de Fermat (1601-1665) en los que se aprecian los
factores que dan origen a la geometria analitica. Por ello son considerados los padres
de ella.

El trabajo de Descartes, en el que se reconocen los origenes de la geometria analitica,
se publicé en 1637 como un apéndice, titulado La géomeétrie, en su obra Discours de la
méthode pour bien conduire sa raison et cherecher la vérité dans les sciences (Discurso
del método para dirigir bien la razén y buscar la verdad en las ciencias), mejor conocido
como Discurso del método.

Al comienzo del libro | de La géomeétrie, Descartes establece que las operaciones
aritméticas (se refiere a operaciones con numeros positivos) adicion, sustraccion,
multiplicacién, division y extraccion de raices se pueden realizar de manera geomeétrica
utilizando segmentos de recta, cuyas longitudes representan los numeros a operar, y un
segmento de longitud 1, colocados de manera apropiada. Para la extraccion de la raiz
cuadrada, Descartes establece lo siguiente:

Si hay que extraer la raiz cuadrada de GH, se le agrega en linea |
recta FG, que es la unidad y dividiendo FH en dos partes
iguales por el punto K, con ese punto como centro se traza el
circulo FIH; luego elevando desde el punto G una linea recta,
con angulos rectos sobre FH, hasta |, es Gl la raiz buscada.
(Traducido de La géométrie de Descartes, Proyecto Gutemberg,
2008 sobre la edicion de A. Hermann de 1886).
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Facsimil de parte de la pagina 298 de la edicion de 1637 de La géométrie de Descartes, en la que aparece la manera geométrica de
extraer la raiz cuadrada de un numero. Tomado de http://debart.pagesperso-orange.fr/geometrie/geom descartes.html

Problema

Pruebe la afirmacién que hace Descartes, es decir, con las condiciones dadas verificar
que GI = VGH.

Analisis del problema

El problema propuesto tiene una gran riqueza puesto que su solucidén puede ser
abordada desde al menos tres perspectivas, segun los intereses didacticos y los
conocimientos previos que se posean.

I. Mediante el uso del Teorema de Pitagoras: Se trata de

establecer la igualdad GI =+VGH, es decir GI? = GH,
para el caso GH > 1.

Para ello se considera el triangulo rectangulo GIK
segun el teorema de Pitagoras GI? = KI? — KG2. Dada la
notacion de la figura se tiene: F oG K H

1. KF,KHy KI son radios, entonces

KF=KH=KI=r.
2.KF = KG+1,luego KG =1— KF,luego KG = |r — 1]|.
3.De (1) y (2): HG = 2r — 1.

4. Como GI? = KI?> — KG?, entonces GI?> = (r)> — (r —1)2 = 2r — 1 = HG.
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También se puede primero probar el derivado del teorema de Pitagoras, como en el
siguiente apartado (Il) y luego utilizarlo para resolver lo propuesto:

GI? =FG-GH = GI? =1-GH = GH.

Il. Mediante semejanza de triangulos: El angulo FIH es /
recto (para probar esto se utiliza que los triangulos IFK y
IKH son isésceles). Si AGHI =x, entonces #AHIG = I
90—«, por lo que 4GIF =«. Esto implica que AGIF~AGHI
GI GH .
y, por lo tanto, e = o Y como FG =1, se obtiene >
GI* = GH. F G K H

De hecho, dada la forma en que esta expuesto el Ny
material en el trabajo de Descartes, la semejanza de -~ Observe que de — =20 se

FG GI

triangulos es lo que tenia en mente al hacer la obtiene que GI* = FG - GH, es decir, se
afirmacion ha probado el derivado del teorema de

Pitagoras que establece que la altura
relativa a la hipotenusa es media
proporcional entre los dos segmentos
en que divide a la hipotenusa.

lll. Mediante el uso de coordenadas (y el teorema
de Pitagoras): Este es el caso GH>1. Se j_g41 p)
establece un sistema de coordenadas
rectangulares con origen en el punto K, es decir
K es el punto (0,0). En ese caso H es un punto
(a,0) y F seria, por lo tanto (—a,0). Como
GF =1, entonces G es el punto (—a + 1,0). En

ese caso, I es el punto (—a+ 1,b) para algun F(—a,0) K (0, 0) H(a, 0)
b>0. De esto se tiene que GI=b y que G(—a+1,0)

GH = 2a — 1. Aplicando el teorema de Pitagoras

en AKGI y como GK = |—a + 1|, KI = a (es un radio de la semicircunferencia) y GI = b

se tiene b? = a? — (—a + 1)? = 2a — 1. Es decir GI? = GH.

Observe que esta solucion es, en esencia, la misma que en |, solo se ha empleado otra
técnica para determinar las longitudes de los lados del triangulo GIK. De hecho, una vez
establecidos los diferentes puntos y distancias de modo analitico, se puede también
aplicar semejanza como en |l.

Esta es una actividad que se puede utilizar en diferentes oportunidades segun los
conocimientos previos y las habilidades que quieran desarrollarse. Puede utilizarse en
VIII, IX o X afio, segun se comenta a continuacion.

René Descartes y la Geometria Analitica 5
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Para VIl ano

En VIII afo puede servir para introducir algunas habilidades relacionadas con
semejanza de triangulos:

Conocimientos Habilidades
Triangulos 1. Identificar figuras semejantes en diferentes contextos.
* Semejanza 2. Aplicar los criterios de semejanza: lado lado lado, lado angulo
e Congruencias lado y angulo angulo angulo para determinar y probar la
e  Teorema de Thales semejanza de triangulos.
3. Resolver problemas que involucren la semejanza y congruencia
de tridngulos.

En este caso debe previamente haberse visto el concepto de semejanza a través de las
homotecias, tal como lo establece el programa. Repasar los conocimientos previos
relacionados con la caracterizacion de los triangulos isdsceles. La idea de esta actividad
es ir hacia las habilidades que se acaban de mencionar. Otros conocimientos previos
necesarios: la suma de los angulos internos de un triangulo es igual a 180° y deducir
que un triangulo como el FHI que aparece en la actividad es recto en |. En resumen, los
conocimientos y habilidades previas seran:

Conocimientos Habilidades
De VII 1. Aplicar la desigualdad triangular.
Triangulos 2. Aplicar la propiedad de la suma de las medidas de los angulos
¢ Desigualdad internos de un triangulo.
triangular 3. Determinar medidas de dangulos internos y externos de un
*  Angulos internos triangulo, conociendo medidas de los otros angulos.
*  Angulos externos
De VIII 4. Construir una figura semejante a una figura dada sometiéndola
Triangulos a una homotecia de razén menor o mayor que 1.
* Semejanza 5. Construir una figura congruente a wuna figura dada
*  Congruencias sometiéndola a una homotecia de razoén igual a 1.

6. Resolver problemas que involucren la semejanza y congruencia
de tridngulos.

Es conveniente proponer la situacion antes de introducir los criterios de semejanza
para, con el desarrollo de la actividad y los intentos por resolver el problema, llegar a
ellos. Las preguntas generadoras que realice el docente deben estar dirigidas a la
consecucion de estos conocimientos.

El cierre o clausura de la clase consistira en el establecimiento y demostracion de los
criterios L-L-L, L-A-L y A-A-A, para la verificacion de semejanza de triangulos.

René Descartes y la Geometria Analitica 6
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Para IX ano

En este nivel puede servir para introducir la habilidad relacionada con el teorema de
Pitagoras:

Conocimientos Habilidades
Tridngulos 1. Aplicar el teorema de Pitagoras en la resolucién de problemas en
e Teoremade diferentes contextos.
Pitagoras

Previamente deberan repasarse conceptos basicos relacionados con la circunferencia:
diametro, radio y la relacion entre ellos.

Es conveniente proponer la situacién antes de introducir el teorema de Pitagoras con el
objeto de llegar a este conocimiento. Existe la posibilidad de que algunos estudiantes
resuelvan el problema utilizando semejanza dado que es un conocimiento adquirido en
el nivel anterior. En este caso la discusion se vera enriquecida porque habra al menos
dos formas de resolver el problema mediante conocimientos diferentes, se podran
comparar y comentar las ventajas de una u otra.

La clausura de la clase consistird en el enunciado
y comprobacién del teorema de Pitagoras y su

Teorema de Pitagoras:

reciproco. Dado un triangulo rectangulo ABC con
angulo recto en A, entonces

Existe una gran cantidad de pruebas del teorema BC? = AB? + AC2.

de Pitagoras. Muchas de ellas son muy visuales,

; i i _ Reciproco:

por eJempIc'JIIa realizada por ]—Iepry Perigal (j801 Dado un triangulo ABC en el que se

1898), utilizando una técnica denominada cumple BC? = AB? + AC?, entonces

diseccion. Ofrecid6 dos maneras de hacerlo: por AABC es rectangulo con éngulo recto

enA.

traslacion de las partes componentes y mediante
dos cuadrados que se convierten en uno. Se
ilustra a continuacion la primera de ellas.

Se traza un triangulo rectangulo y se construyen los cuadrados que tienen por lado los
lados del triangulo.

René Descartes y la Geometria Analitica 7
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Por el centro del cuadrado de lado el cateto mayor (el azul en la figura anterior), se traza
una recta paralela y otra perpendicular a la hipotenusa del tridngulo. Por los puntos
medios de los lados del cuadrado de lado la hipotenusa se trazan rectas paralelas a los
catetos del triangulo. Se obtiene lo siguiente:

No entramos en los detalles de la prueba, pero la idea es que los cuadrados rojos son
congruentes entre si, los mismo que los cuadrilateros de otros colores son congruentes
entre si. De hecho, el cuadrilatero verde que es parte del cuadrado sobre el cateto
mayor es una traslacién del cuadrilatero verde que es parte del cuadrado sobre la
hipotenusa; del mismo modo sucede con los otros tres cuadrilateros, el de un color
determinado es traslacién del otro del mismo color. De este modo, la suma de las areas
de los cuadrados sobre los catetos es igual al area del cuadrado sobre la hipotenusa;
esto es a2 + b% = c2. Se verifica asi el teorema de Pitagoras.

Para X aino

En este nivel la actividad permite introducir habilidades relacionadas con la
circunferencia desde el punto de vista analitico, tales como:

Conocimientos Habilidades
Geometria Analitica 1. Representar graficamente una circunferencia dado su centro y
¢ Circunferencia su radio.
- Centro 2. Representar algebraicamente una circunferencia dado su
- Radio centro y su radio.
- Recta secante 3. Resolver problemas relacionados con la circunferencia y sus
- Recta tangente representaciones.

Para este nivel se requiere como conocimientos previos el uso de coordenadas para
representar puntos, el calculo de distancias usando coordenadas y el teorema de
Pitagoras o los criterios de semejanza de triangulos. Esto es:

René Descartes y la Geometria Analitica 8
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Conocimientos Habilidades

De VII 1. Representar puntos y figuras geométricas en un plano
Geometria con un sistema de ejes cartesianos.

analitica

* Ejes cartesianos
* Representacion de puntos
* Representacion de figuras

De VIII 2. ldentificar figuras semejantes en diferentes contextos.
Tridngulos 3. Aplicar los criterios de semejanza: lado-lado-lado, lado
* Semejanza angulo lado y angulo-dangulo-angulo para determinar y
probar la semejanza de tridngulos.
De IX 4. Aplicar el teorema de Pitdgoras en la resolucion de
Triangulos problemas en diferentes contextos.
* Teorema de Pitdgoras 5. Encontrar la distancia entre dos puntos en el plano

cartesiano, aplicando el teorema de Pitdgoras.

Al proponer el problema en este nivel se debe tener presente que la idea es utilizar un
método de solucion que consiste en el uso de la geometria analitica, por este motivo, al
plantear el problema se les puede dar como indicacién general que utilicen
coordenadas. A partir del aparato analitico utilizado en la solucién se puede introducir la
ecuacioén algebraica de una circunferencia.

Para esto se pueden proponer algunas preguntas generadoras tales como:

a. Si una circunferencia tiene centro en (0,0) y radio 2, ;cual es la distancia de cualquier
punto (x,y) en la circunferencia al centro de la
misma?

b. En general, ;cual es la distancia de (x,y) a

(0,0)? ‘== Si una circunferencia en un
’S . b). ;cé d d ibi sistema de coordenadas cartesianas
C. segun, (a) y ( )’ ¢como se plue en esqu Ir tiene radio r y centro en un punto (a, b)
los puntos (x,y) que estan en dicha ,  entonces se  representa
circunferencia? algebraicamente mediante la ecuacion
d. ;,Qué sucede si el radio de la circunferencia > > >
esr? x—a)*+ @ —-b) =r-
e. ¢,Qué sucede si el centro es un punto
cualquiera (a, b)? Su representacion gréfica es:

Durante la discusion se puede comparar el
método sintético con el analitico y ver las
ventajas de uno u otro.

La clausura de la clase consistira en la
representacion gréfica y la algebraica, y la
relacion entre ellas, de una circunferencia.

René Descartes y la Geometria Analitica 9
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Indicaciones metodoldgicas

1. Leer atentamente la situacion planteada.

Comentar brevemente la lectura en cuanto a sus aspectos extra matematicos y
las relaciones que ahi se encuentran entre historia y matematicas. Es importante
destacar el hecho de que con Descartes y Fermat inicia la geometria analitica
como tal, aunque en sus trabajos no se encuentran propiamente sistema de
coordenadas en la forma en que se utilizan hoy en dia.

3. Se indaga sobre los conocimientos previos necesarios para abordar el problema;
Si es necesario se hace un repaso, mediante una ambientacion del problema en
cada una de las soluciones propuestas.

4. Debe asegurarse de que el contenido matematico de la lectura queda claro,
tanto como lo que el problema pretende establecer.

5. Se les propone que traten de resolver el problema planteado y se les guia
mediante preguntas generadoras.

6. El trabajo estudiantil con el problema, la discusién posterior de las soluciones o
intentos de solucién y la clausura dependeran del nivel en el que se proponga la
situacién.

René Descartes y la Geometria Analitica 10
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Consideraciones finales

En esta actividad se hace una introduccién histérica relacionada con el desarrollo de la
geometria analitica con el propdsito de contextualizacidn. Luego se expone un breve
texto clasico con contenido matematico con el propédsito de plantear un problema que
puede utilizarse para introducir y generar algun tipo de conocimiento. Este es uno de los
usos de la historia de la matematica en la ensefianza de la misma.

El texto presentado en este caso tiene, ademas, la ventaja de que puede ser utilizado
en diferentes niveles y para distintos enfoques. Incluso podria ser utilizado en VIl afio
para introducir habilidades como:
* Representar puntos y figuras geométricas en un plano con un sistema de ejes
cartesianos.
* Determinar algebraicamente el punto medio de un segmento.
* Ubicar puntos en el interior y en el exterior de figuras cerradas en un plano con
un sistema de ejes cartesianos.

Desde luego, en este caso habria que plantear un problema algo distinto del propuesto
en esta actividad.

Los procesos matematicos pueden movilizarse mediante la lectura y la resolucion del

problema que la misma plantea. Por ejemplo, el de representar grafica vy
algebraicamente una circunferencia.

Recursos adicionales

Sobre Descartes:

http://www.buscabiografias.com/bios/biografia/verDetalle/597/Rene%20Descartes

Historia de la geometria analitica:

http://www.mat.uson.mx/depto/publicaciones/apuntes/pdf/1-1-4-analitica.pdf

Sobre geometria analitica:

http://www.juntadeandalucia.es/averroes/iesbajoguadalquivir/mat/cuartob/Geo analitica/
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