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Introduccion

Este documento fue elaborado por el Proyecto Reforma de la Educacién Matemdtica en Costa Rica
(https://www.reformamatematica.net).

La primera versién de este documento fue ofrecida en el 2016 como apoyo a un curso virtual
con la modalidad MOOC denominado Preparacién Matemdticas Bachillerato. Varias de sus partes
también fueron usadas en 2017 y 2018 para cursos Mini-MOOC ofrecidos por el Proyecto. La
presente version esté dirigida especialmente a apoyar el curso Curso MAT)_PJA en linea ofrecido
por el Ministerio de Educacién Publica para estudiantes que desean obtener su Bachillerato por
Madurez.

Se describen diferentes conocimientos vinculados con la geometria: conceptos bésicos de geo-
metria, estudio de poligonos, circunferencias, transformaciones en el plano y visualizacién espa-
cial, para la resoluciéon de problemas de acuerdo con las temdticas incluidas en los Programas de
Estudio de Matematicas para la Educacién Diversificada.

Al inicio del documento se le proporciona un indice alfabético en el que se da un listado, en orden
alfabético, de los temas o contenidos con el nimero de pdgina donde aparecen. Si usted hace clic
sobre dicho namero, serd remitido a la pagina donde se proporciona el concepto, tema o contenido
correspondiente. Se puede regresar al indice alfabético desde cualquier pagina haciendo clic sobre
la palabra “indice” que aparece en el encabezado de todas ellas.

Es importante aclarar que el presente documento no es un libro de texto y tampoco es exhaustivo.
Procuramos que sea autosuficiente pero no esta pensado para ser utilizado como un medio para
organizar la accién de aula.

Mas materiales educativos se pueden acceder en el sitio web Recursos Libres de Matematicas
(https://recursoslibres.reformamatematica.net).
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1. Algunos conocimientos previos

Puntos colineales }

Tres 0 més puntos en el plano son colineales si pertenecen a la misma recta. Si A, B,
C son colineales y el punto B pertenece al segmento de extremos A y C, entonces se
dice que B esta entre A y B y se denota por A — B — C.

/

A

C

Figura 1: Los puntos A, B y C son colineales y se tiene A — B — C.

/{ Punto medio N

Si A, B son dos puntos distintos en el plano, su punto medio es un punto M tal que O
A—M — By AM = MB. También se dice que M es el punto medio de AB.

(. /

~—{ Mediatriz de un segmento N

La mediatriz de AB en el plano es la recta | que interseca al segmento perpendicu- O
larmente en su punto medio.

& J

Figura 2: La recta ! es la mediatriz de AB.

Prohibida la reproduccién y la divulgacién total o parcial de los contenidos de este documento para fines comerciales 5
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— Suma de las medidas de los dngulos internos de un tridngulo <

La suma de las medidas de los
angulos internos de un tridngulo o D
es igual a 180°.

Figura 3: « + B+ v = 180°.

& J

Ejemplo 1

En un tridngulo rectdngulo la razén entre las medidas de los dngulos agudos es 1 : 2. A;Cuénto
mide cada uno de los dngulos del tridngulo?
Solucién

Si x es la medida de un dngulo agudo, entonces la media del otro es 2x pues estan en razén 1 : 2.
Por otra parte, el tridngulo tiene un dngulo recto; es decir, mide 90°. Se concluye que x +2x 490 =
180. Al resolver esta ecuacion se obtiene que x = 30.

Las medidas de los angulos del tridngulo son 30°, 60° y 90°.

—{ Desigualdad triangular N

Sia, b, c corresponden a las medi-
das de los lados de un tridngulo,
entonces: >
a+b>c a
a+c>b,
b+c>a.

Figura4: a+b >c,a+c>0b,b+c>a.

(S /

Ejemplo 2

Los valores 2 cm, 3 cm, 5 cm, no pueden corresponder a las medidas de los lados de un tridngulo
puesto que 2 43 = 5y por lo tanto no se cumple la desigualdad triangular.

Ejemplo 3

Las siguientes ternas de nimeros representan las medidas de tres segmentos. Indique en cuéles
casos es posible formar un tridngulo.

a)4,6,9 1b)2,53 10,35

Solucién

a) 44+6=10,10 >9

Prohibida la reproduccién y la divulgacién total o parcial de los contenidos de este documento para fines comerciales 6
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6+9=1515>4
449=13,13>6
Por lo tanto, es posible formar un tridngulo.
b) 24+5=7,7<3
54+3=8,8>2
3+2 =5,5=5Luego, no se cumple la desigualdad triangular.
c) 10+3=13,13>5
10+5=15,15>3
5+ 3 = 8, 8 < 10 Entonces, no se cumple la desigualdad triangular.

Para determinar si tres valores dados corresponden a las medidas de los lados de un tridngulo
basta tomar los dos menores, efectuar su suma y comparar con el valor mayor.

Por ejemplo, 5, 7 y 10, dados los tres en la misma unidad, corresponden a las medidas de los lados
de un tridngulo pues 5 +7 = 12 > 10.

Congruencia

Dos poligonos son congruentes si sus lados correspondientes son congruentes (mi-
den los mismo) y sus dngulos correspondientes son congruentes. Si el poligono P y
el poligono P’ son congruentes escribimos P = P'.

DI

A

Figura 5: Los cuadrilateros ABCD y A’B'C’'D’ son congruentes. Se tiene
AB = A'B/,BC = B'C’,CD = C'D', DA = D'A', m(LA) = m(LA"),
m(£B) = m(£B"), m(£C) = m(£C"), m(£D) = m(£D’). El ntimero o tipo
de marcas en los lados y en los dngulos en la figura indica las
congruencias correspondientes.

Semejanza

Dos poligonos son semejantes si sus dngulos correspondientes son congruentes y
sus lados correspondientes son proporcionales. Si dos poligonos P y P’ son seme-
jantes se escribe P ~ P'.

Prohibida la reproduccién y la divulgacién total o parcial de los contenidos de este documento para fines comerciales 7
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La proporcionalidad entre los lados significa que si, por ejemplo, AB y CD son lados de un
poligono Py A’B" y C'D’ son lados respectivamente correspondientes de un poligono semejante

a P, entonces se cumple que
AB CD

A'B’ - C/D/'

Ejemplo 4

En la siguiente figura la medida del lado de cada cuadrito de la cuadricula es 1, CD L ABy
C'E L A'B

Observe que tan(ZA) = 3 = 2y tan(£A’) = § = 2. Como ambos dngulos son agudos se tiene
que LA = /A’ Del mismo modo se puede ver que /B = /B’y /C = £C'.

4an AB 6 _ 2 BC _ 4/2 _ 2 CA _ 25 _ 2 :
También 7y = 5§ = 35, g = o2 — 3Yoa = 55 = 3/ por lo que los lados correspondientes

son proporcionales. Por lo tanto, AABC ~ AA'B'C.
Para calcular las medidas BC, CA, B'C' y C'A’ se utiliz6 el teorema de Pitdgoras. Por ejemplo

AC =22 4+42 = \/20 = /4-5 = 2/5. Para_este caso se considero el tridngulo ACD, donde D
es el pie de la altura de A ABC trazada sobre AB.

a

Figura 6: Los tridngulos ABC y A’B’C’ son semejantes.

Prohibida la reproduccién y la divulgacién total o parcial de los contenidos de este documento para fines comerciales 8
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Criterio de semejanza A — A — A

El criterio de semejanza angulo — dngulo — dngulo (A — A — A) establece que basta
con verificar que los dngulos correspondientes de dos tridngulos tienen la misma
medida para asegurar que los tridngulos son semejantes.

C
A/
C/
B
B/
A

Figura 7: Se tiene que m(ZA) = m(£LA"), m(£B) =m(£LB’),
m(£C) = m(£C"), luego, AABC ~ AA’B'C’, por A — A — A.

Criterio de semejanza L — L — L

El criterio Lado-Lado-Lado (L — L — L) establece que si los lados correspondientes
de dos tridngulos son proporcionales entonces los tridngulos son semejantes.

/4/
| D
C/
B’
A
B

Figura 8: Se tiene que AB = A’B’, AC = A’C’, BC = B'C, luego,
AABC ~ ANA'B'C',porL— L — L.

Criterio de semejanza (L — A — L)

El criterio Lado-Angulo-Lado (L — A — L) Establece que, dados dos tridngulos
ANABC y AA’B'C’, si dos pares de lados correspondientes son proporcionales y

los angulos comprendidos por estos lados son congruentes, entonces AABC ~
NA'B'C'.

Prohibida la reproduccién y la divulgacién total o parcial de los contenidos de este documento para fines comerciales 9
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B C/

Figura 9: Se tiene que AB = A’B’, AC = A/C' y m(£LA) = m(£LA"), luego,
AABC ~ AA'B'C',porL — A — L.

Ejemplo 5

Dos tridngulos cualesquiera que sean isésceles y rectangulos a la vez, son semejantes. En efecto,
puesto que al ser rectdngulos ambos tienen un dngulo de 90° y al ser isésceles, sus d&ngulos agu-
dos miden 45° grados cada uno, entonces tenemos las congruencias correspondientes entre los
angulos. El criterio A — A — A, asegura entonces que estos tridngulos son semejantes.

Figura 10: Cualesquiera dos tridngulos rectdngulos e isdsceles son
semejantes entre si.

Ejemplo 6

Si un tridngulo tiene como medidas de sus lados 2 cm, 5 cm y 6 cm y otro tiene las medidas de los
lados 3 cm, 7,5 cm y 9 cm, probar que son semejantes.

Solucién

Efectivamente, tenemos que
2 5 2

3 Y 75 %

luego, por L — L — L, se tiene que los tridngulos son semejantes.

O| O

Ejemplo 7

Considere el AABC ~ AAED, donde AB = 20, EB = 15y BC = 21. Determine la longitud de
DE.

Prohibida la reproduccién y la divulgacién total o parcial de los contenidos de este documento para fines comerciales 10
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B °C

Figura 11: AABC ~ AAED

Solucién
Como AABC ~ AAED se tiene que

20 _ 21
5 DE
DE = 5,25

Ejemplo 8

En la siguiente figura se tiene que D es el punto medio de ABy E es el punto medio de BC. Probar
que AABC ~ ADBE.

Ae o éB
D

Figura 12: Los tridngulos ABC y DBE son semejantes.

Solucién

Como D es el punto medio de AB, entonces AB = 2DB. Por una razén semejante BC = 2BE. Por

lo tanto
AB BC

DB~ >~ BE
luego estos lados son proporcionales. Ademads los tridngulos comparten el dngulo que forman
estos lados proporcionales. Por L — A — L son semejantes.

Prohibida la reproduccién y la divulgacién total o parcial de los contenidos de este documento para fines comerciales 11
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—

.

Teorema de Pitagoras

Si en un tridngulo rectdngulo las medidas de los
catetos son a y b y la medida de la hipotenusa es
¢, entonces, se cumple que

A =a+ 1

Esto es, la suma de los cuadrados de las medidas
de los catetos de un tridngulo rectdngulo es igual
al cuadrado de la medida de su hipotenusa.
Alainversa, sia, by c son valores tales que

A =a*+ 1

entonces corresponden a las medidas de los lados
de un tridngulo rectangulo en el cual c es la hipo-
tenusa (el lado més largo).

90°

Figura 13: a® + b* = ¢? si y solo si el
tridangulo es rectangulo.

Ejemplo 9

En la figura, ABCD es un rectangulo; su lado AB mide 4 cm y su lado AD mide 8 cm. A;Cuénto
mide su diagonal?

B C

4 cm *
A D

8 cm

Figura 14: BD es una diagonal del rectangulo; ambas diagonales tienen la
misma medida. Los cuatro angulos del rectangulo son rectos.

Solucién

Calculemos la diagonal BD. Supongamos que BD = x.

Puesto que la figura es un paralelogramo entonces ZBAD es recto y de acuerdo con el teorema de
Pitdgoras, tenemos que

La diagonal del paralelogramo mide /80 ~ 8,94 cm.

x2:42+82
x2 =16 + 64
x? =80

x = V80.

Prohibida la reproduccién y la divulgacién total o parcial de los contenidos de este documento para fines comerciales 12
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Razones trigonométricas

Dado un tridngulo rectdngulo, con 6 uno
de sus angulos agudos, c su hipotenusa,
a el cateto opuesto a 0 y b el cateto adya-

cente a 0, se define: b <
p . a 0°
= seno del &ngulo0: sinf = pt - D)
. b
= coseno del angulo 6: cosf = . Figura 15: La medida de la
p hipotenusa es ¢, la del cateto
= tangente del angulo 0: tan6 = 5 opuesto a f es a y la del cateto

adyacente a 6 es b.

Ejemplo 10

Considere el tridngulo rectdngulo que aparece en
la figura, con la informacién dada. Determinar
las tres razones trigonométricas, definidas pre-
viamente, para el &ngulo a y las tres para el &ngu-

lo . Figura 16: El tridngulo es rectangulo

Solucién

= Podemos calcular la hipotenusa mediante el uso del Teorema de Pitdgoras. Sea x la longitud

de la hipotenusa tenemos: x* = 52 + 72 =25+ 49 = 74 = x = /74.

= El cateto opuesto a « tiene longitud 7 y su cateto adyacente tiene longitud 5, esto nos permite

decir que
sing = —— cosoc—i tarwc—Z
V74 V74’ 5

= El cateto opuesto a B tiene longitud 5 y el cateto adyacente a B tiene longitud 7, entonces:

sinﬁ:i cosﬁ:L tan,B:5

V74

V74 7

Prohibida la reproduccién y la divulgacién total o parcial de los contenidos de este documento para fines comerciales
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— Altura de un tridngulo equilatero

A
En un tridngulo equilatero la al-
tura i mide h \¢
3
) D
donde 7 es la medida del lado. Figura 17: AABC es equilatero,
AABD es rectangulo, BD = % ; luego,
por el teorema de Pitadgoras se obtiene
queh = @6.

&

Ejemplo 11
La altura de un tridngulo equilétero cuyo lado mide 10 cm es hh = @ -10 = 5v/3 cm.

Ejemplo 12

Calcular la medida del lado de un tridngulo equilétero cuya altura mide 8 cm.

Solucién
Si 4 es el lado, de acuerdo con lo anterior tenemos que 8 = @E, es decir, ¢ = % cm.
~—{ Altura de un tridngulo is6sceles
C
En un tridngulo isosceles se llama apice
al vértice que forman los dos lados con- B
gruentes. Si « es la medida del angulo en
el apice, se puede calcular la altura traza- ’
da desde el apice mediante
h
o
h = {cos (—) , 1
: M)
: A 5 B
donde / es la medida de cada uno de los
lados congruentes.
Figura 18: C es el dpice, ACBD
es rectangulo, B = 75; luego,
mediante trigonometria se
obtiene que i = £ cos (§).

Prohibida la reproduccién y la divulgacién total o parcial de los contenidos de este documento para fines comerciales
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Ejemplo 13

El angulo del apice de un tridngulo isésceles mide 40° y sus lados congruentes miden 10 cm.
Determinar la altura del tridngulo trazada desde el apice.

Solucion

Haciendo referencia a la notacién de la figura 5 se tiene que & = 40°, entonces = 20°. Ademés,
¢ =10, por lo tanto, si / es la altura trazada desde el dpice tenemos

h =10cos20° ~ 10 -0, 93969 = 9, 3969 cm.

H Recta numérica } N

A cada ntmero real se le puede asignar un tinico punto de una recta y viceversa: a
cada punto de la recta se le puede asignar un tinico niimero real.

En una recta, se selecciona un punto O al cual se le asigna el nimero 0. Luego, a
una unidad de medida, predeterminada de antemano, se selecciona un punto al b
cual se le hace corresponder el niimero 1. A una unidad de medida del 0, al lado
contrario del 1 se ubica el —1. De esta forma se van ubicando los diferentes ntiimeros
positivos y negativos en los puntos de la recta. Se obtiene asi lo que se denomina
| recta numérica.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 19: La recta numérica: se establece una relacién uno a uno entre los
numeros reales y los puntos de una recta.

—{ Sistema cartesiano de ejes en el plano N

Los puntos del plano se representan mediante parejas de ntimeros reales. Para ello
se toman dos copias de la recta numérica que se corten perpendicularmente.

Para cada una el 0 corresponde al punto en que se cortan y se denomina origen.
La recta horizontal se denomina eje de abscisas (o eje x) del sistema y la vertical se
llama eje de ordenadas (o eje y) del sistema.

Esta representacion se conoce como sistema cartesiano de ejes y sirve para repre-

sentar los puntos del plano.
(S /

=N W
t

Figura 20: Sistema cartesiano de ejes en el plano.

Prohibida la reproduccién y la divulgacién total o parcial de los contenidos de este documento para fines comerciales 15
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Para representar un punto P en un sistema de ejes cartesianos:

= Se dibuja en el plano un sistema cartesiano de ejes y el punto P que se quiere representar.

Luego se traza una recta que pasa por P y corta perpendicularmente al eje x. El punto en que
esta recta corta al eje x corresponde a un ntimero real, digamos a.

Se traza otra recta que también pasa por P y corta perpendicularmente al eje y. Hay un
numero real que corresponde a la interseccién entre estas rectas; llamemos b a este ntimero.

De este modo, el punto P puede representarse mediante el par de ntiimeros (a, b).

Se dice que los valores de a y b son las coordenadas del punto P y se escribe P(a,b). La
coordenada a se llama abscisa del punto y la coordenada b se llama ordenada del mismo.

El punto donde se cortan los ejes, origen del sistema de coordenadas, es O(0,0).

\
\
\
|
|
|
|
:
43 -2 -1 P.1 24
43211"/012a

Figura 21: Mediante un sistema de coordenadas cartesianas se establece
una relacién uno a uno entre los pares de nimeros reales y los puntos de
un plano.

Ejemplo 14

En la siguiente figura se tiene un sistema de ejes coordenados y se representan los puntos P(2,3),
Q(-2,3),R(4,-2),5(-3,-3),U(0,1), V(—4,0).

y
l
Q(—Z,B)f**%*f***fp(zﬁ)
o2 l
V(—a0) | 1tUOD
j4_jt3_‘2! 1 2 3 2} '
AR S WR(4,-2)
S(—3,-3)e---—3

Figura 22: Representacion de varios puntos en un sistema de coordenadas
cartesianas.

Prohibida la reproduccién y la divulgacién total o parcial de los contenidos de este documento para fines comerciales 16
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Ejemplo 15
Dibujar el poligono cuyos vértices son A(—2,0), B(3,—2), C(5,2), D(3,4) y E(—2,3).

Solucién:

Al dibujar los vértices y los segmentos de recta correspondientes obtenemos la figura que aparece

a continuacion.
y

D(3,4)

B(3,-2)

Figura 23: Poligono ABCDE.

—{ Distancia entre dos puntos ~
y
Q(x2,¥2)
o / ly2 =l
La distancia entre los puntos P(x1,y1) y | |
P(x1,y1) =~ =--~----
Q(x2,y2) es |x2 — x1] S
4(P,Q) = /(2 —x1)2 + (52— 2 x
Figura 24: Mediante el teorema
de Pitdgoras se establece la
distancia entre P y Q.
Ejemplo 16
Calcular d(P, Q) donde P(—3,1) y Q(2, —2).
Solucién

Segun lo anterior se tiene

d(P,Q) = /(2 (~3))* + (-2 - 12 = V2519 = V/34.

Se tomé: x1 = —3, Y1 = 1,x =2, Y2 = —2.

Prohibida la reproduccién y la divulgacién total o parcial de los contenidos de este documento para fines comerciales 17
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Ejemplo 17
Dibujar el triangulo ABC, donde A(—1,2), B(—3,8), C(2,3) y probar que es rectangulo.

Solucién

El tridngulo mencionado se muestra a continuacion.

B

(L
+

-4 -3 -2 -1 o1 2 3 4

Figura 25: Triangulo ABC.

Se puede probar que es un tridngulo rectdngulo verificando que las medidas de sus lados satisfa-
cen la relacién que establece el teorema de Pitdgoras. En efecto:

AB = d(A,B) = /(-3 + 1)2+ (8 —2)> = V41 36 = V40,
AC=d(A,C) = /(2 +1)2+(3-22 =0 +1=V10,
CB=d(C,B) = /(=32 + (8—3)2 = v/25 + 25 = V/50.

Tenemos, por lo tanto, que

CB? =50,
AB? + AC? = 40+ 10 = 50,

y, entonces, CB? = AB? + AC?. Asf, el tridngulo es rectdngulo con hipotenusa CB.

/{ Punto medio, coordenadas } .
Utilizando coordenadas, el punto medio del segmento PQ, con P(x1,y1) y Q(x2,v2)
es el punto 5
X1+X2 Y1ty
MMy T,
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Ejemplo 18

En la siguiente figura se muestran los puntos A(6,4) y B(2,2).

Su punto medio es M (%52, £52) = M(4,3).

Figura 26: M(4,3) es el punto medio de A(6,4) y B(2,2).

Ejemplo 19

Dado el triangulo ABC, donde A(—1,2), B(—3,8) y C(2,3), determinar la longitud de la mediana
trazada desde el vértice B.

Solucién

La mediana es el segmento de recta que va desde el vértice hasta el punto medio del lado opuesto.

\/>.C

\
"

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Figura 27: BM es la mediana sobre el lado AC
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En este caso, puesto que parte del punto B, llega al punto medio de AC que es

142 2+3 15
M( 2 72 )_M(§’§>'

De este modo, la mediana es el segmento BM y su longitud es

2 2
== [ (L3) + (3-8) = 22 L

2 4 4 2
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2. Circunferencias y rectas

Rectas

~—{ La recta en el plano ~

En el plano, una recta es el lugar geométrico de todos los puntos P(x,y) que satis-
facen una ecuacién de la forma

Ax+By+C =0,

donde A, B y C son ntimeros reales constantes tales que A y B no son iguales a 0
simultdneamente.

D)
En el caso de que B # 0, se puede despejar y en la ecuacion anterior y se obtiene:
A C
V=" F
de tal manera, la ecuacién de la recta tiene la forma y = mx + b, donde m = —% y
_ _C

b=—3.

El niimero m se llama pendiente de la recta.
Ejemplo 20

Trazar la recta de ecuacién y = 2x — 1.
Solucion

Naturalmente existe un ntiimero infinito de puntos que pertenecen a la recta. Sin embargo, dado
que es imposible trazar todos los puntos tomamos unos cuantos que nos permitan imaginar la
o

apariencia de la grafica. Tomamos en forma arbitraria valores para “x” y luego calculamos el valor
de “y” que corresponde, para ello se construye la siguiente tabla:

x |y=2x—-1 (x,y)
-3 —7 (=3,-7)
-2 -5 (—2,-5)
-1 -3 (—1,-3)
0 —1 ©, 1)
1 1 1,1)

2 3 (2,3)

3 5 (3,5)

Figura 28: Recta de ecuacién y = 2x — 1.

Notese que cada par ordenado (x, y) satisface la ecuacion y = 2x — 1. Ademas, observe que dado
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que una recta estd determinada por dos puntos, si queremos dibujar la gréfica que corresponde a
la ecuacién de dicha recta, es suficiente dibujar dos puntos cualesquiera y trazar la recta corres-
pondiente.

Ejemplo 21

Trazar la recta de ecuacién 2x — 3y + 4 = 0.
Solucién

Se puede obtener puntos particulares de una recta mediante la estrategia de dar un valorala x y,
a partir de ahi, obtener el valor correspondiente de y.

Digamos que x = 1, entonces, al sustituir en la ecuacion se tiene:

2(1) =3y +4=0

2-3y+4=0
—3y+6=0
-3y = —6
—6
=— =2
773

Esto significa que el punto (1,2) pertenece a la recta.

El punto (—2,0) también pertenece a la recta puesto que
2(=2) —3(0)+4=—4—-0+4=0.

Por lo tanto, la gréfica de la recta de 2x — 3y +4 = 0 se obtiene al colocar los puntos (1,2) y (—2,0)
y trazar la recta que pasa por ellos, tal como se hace en la siguiente figura.

oy

Figura 29: Recta de ecuacion 2x — 3y +4 = 0.

Ejemplo 22

Determinar si el punto (1,4) pertenece o no a la recta de ecuaciéon 2x +y — 5 = 0.
Solucién

Tenemos 2(1) +4 — 5 =1 # 0, entonces el punto dado no pertenece a la recta indicada.

Prohibida la reproduccién y la divulgacién total o parcial de los contenidos de este documento para fines comerciales 22



Indice

—{ Rectas paralelas a los ejes de coordenadas ~

Para que la ecuaciéon
Ax+By+C=0,

corresponda a una recta, A y B no pueden ser 0 al mismo tiempo; sin embargo, uno
de ellos puede ser 0:

D)
= Si A = 0, se tiene una ecuacién de la forma y = a que corresponde a una recta
paralela al eje x.
= Si B =0, se tiene una ecuacion de la forma x = b que corresponde a una recta
paralela al eje y.
(S /
Ejemplo 23
En la siguiente figura se representan las rectas de ecuaciones —x +2y+4 =0,y =3, x = —2.
4 +
R y=3 -
Figura 30: Gréficas de lasrectas: —x +2y +4 =0,y =3, x = 2.
H Pendiente de una recta } N
. x2,Y2)

Si una recta pasa por dos puntos A(x1,y1) y !

B(x2,12) con x; # xp, entonces su pendiente es

igual a (T1,y1) # # # )

- Y2—W1 _ M
X2 — X1
Figura 31: La pendiente
de gesm = —Zi:zi

(S /
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Ejemplo 24

2—-4 -2 1
La recta que pasa por A(—1,4) y por B(3,2) tiene como pendiente m = ey L

Aquisetoméx; = —1,y1 =4,x =3,y = 2.

— Rectas paralelas

J

Dos rectas de ecuacionesy = mx +byy = nx +d * / /
son paralelas si y solo si m = n; es decir, tienen la M / D)

misma pendiente.

=

Figura 32: Lasrectas gy
h son paralelas; tienen la
misma pendiente.

-

.

Ejemplo 25
Determinar si las rectas 3y — 5x — 3 = 0; 3y — 5x + 21 = 0 son paralelas.
Solucién

La pendiente de la recta 3y —5x —3 =0 es g

Por otro lado, la pendiente de la recta 3y — 5x+ 21 = O es 3.

Por lo tanto, dado que las pendientes de ambas rectas tienen el mismo valor, son paralelas.

Ejemplo 26

Probar que el cuadrilatero de vértices
A(5,4), B(3,0), C(—2,-2) y D(0,2) es
un paralelogramo.

Solucién

Basta probar que las rectas AB y D

son paralelas entre si y que AD y B
también son paralelas entre si.

La recta jﬁ tiene pendiente Figura 33: El cuadrilatero ABCD es un
0—4 —4 aralelogramo.
= — — = 2. p g
M=3-5" 22
—2-2 —4
La recta @ tiene pendiente m, = o0~ 2= 2.

Luego, estas rectas son paralelas y por lo tanto lo son los lados AB y CD.
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2-4 -2 2
La recta AD tiene pendiente m3 = —— = — = _.

-5 -5 5
0— (-2 2
La recta @ tiene pendiente my = ?)_E_Z; =3

Luego, estas rectas son paralelas y por lo tanto lo son los lados AC y BD.

Como los lados son paralelos dos a dos, entonces el cuadrilatero es un paralelogramo.

— Rectas perpendiculares N

~

Dos rectas de ecuacionesy = mx+byy = nx+d N

son perpendiculares si y solo si m-n = —1; es N\

decir, n = ——. ' ' ' Y
m .2

Todas las rectas de ecuacién y = a (con a constan-

te) son perpendiculares a todas las rectas de ecua- J/

cién x = b (con b constante). Figura 34: Las rectas gy

h son perpendiculares; el
producto de sus
pendiente es —1.

Ejemplo 27
Determine si las rectas 5y — 2x — 15 = 0; 2y + 5x — 2 = 0 son perpendiculares.

Solucion

La pendiente de la recta 5y —2x — 15 =0es %

Por otro lado, la pendiente de la recta 2y +5x —2 = O es —% Por lo tanto, dado que % . —% = -1,

las rectas son perpendiculares.

Ejemplo 28

Determinar si el tridngulo cuyos vértices son los puntos A(0,0), B(4, —3) y C(6,0) es o no rectangu-
lo.

Solucion

Se tiene que:

= La pendiente de la recta fﬁ esmp = _4 =1

= La pendiente de la recta % es my = 0.

0—-(-3) 3
» La pendiente de la recta BCes mz = 6£4) =5

Prohibida la reproduccién y la divulgacién total o parcial de los contenidos de este documento para fines comerciales 25



Indice

9
Se observa que my -my = 0, mz-mpy = 0y my-mz = ~3 Como todos estos productos son

diferentes a —1 se tiene que no hay dos de estas rectas que sean perpendiculares, por lo tanto el
tridngulo no es rectdngulo.

Figura 35: AABC no es rectangulo.

Circunferencias

Circunferencia }

Una circunferencia es el conjunto de puntos del plano que equidistan (estdn a la
misma distancia) de un punto fijo llamado centro.

Suponga que el centro es C(h, k) y P(x,y) cualquier punto de la circunferencia. La distancia de
todos esos puntos al centro es la misma, digamos r (se llama radio). Se debe cumplir entonces que
d(P,C) =r,0sea

JeE=m2+w—k2=r.

Si se eleva al cuadrado ambos miembros en la ecuacién anterior, se obtiene la forma normal de la
ecuacion de la circunferencia.

Cortesia de sumetho en FreeDigitalPhotos.net
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r{ Ecuacion de la circunferencia } ~

Si el centro de una circunferencia en el plano
es C(h,k) y su radio es r, entonces la ecuacién
candnica de la circunferencia es

(x— B2+ (y k2 =1

Figura 36: La ecuacién
de la circunferencia es
(x—h)?2+ (y—k)?=r%

&

Ejemplo 29

La ecuacion (x —2)% + (y — 1)? = 16 corresponde a una circunferencia de radio 4 y centro (2,1).

Figura 37: Circunferencia de radio 4 y centro (2,1).

Ejemplo 30

Determinar la ecuacién de una circunferencia con centro en (0,0) y radio 5. Determinar cudles de
los siguientes puntos pertenecen a la circunferencia: A(2,4), B(4,3), C(+/5,2V/5).

Solucion

De acuerdo con la férmula dada, la ecuacién serfa (x — 0)2 + (y — 0)? = 52, 0 sea x* + y> = 25.
Veamos si A pertenece a la circunferencia.

Como 22 + 42 = 4 + 16 = 20 # 25; entonces A no pertenece a la circunferencia.

Ahora para B: 42 + 32 = 16 +9 = 25 = B si pertenece a la circunferencia.

2 2
Por otra parte, (\@) + (2\@> =5+ 20 = 25 = C también pertenece a la circunferencia.

Otra estrategia para determinar si los puntos dados estdn o no en la circunferencia consiste en
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representar graficamente la circunferencia y los puntos. Dependiendo de los valores dados para
las coordenadas del centro y de los puntos o el valor del radio, esta estrategia puede ser muy
sencilla o puede complicarse un poco y no ser tan eficiente como la algebraica. Si los valores son
racionales es facil representarlos, particularmente en el caso de que sean enteros.

En este ejemplo es sencillo representar la circunferencia y los puntos A y B. Para representar C,
se debe representar /5 en el eje x y 21/5 en el eje y. Para representar /5 se puede trazar el punto
(1,2) y luego se traza la circunferencia con centro (0, 0) y que pase por (1,2). Dado que la distancia
entre estos puntos es 1/5, el radio de la circunferencia tiene ese valor y entonces el punto en que
se cortan tal circunferencia y el eje x corresponde al nimero /5. Para representar 21/5 se escoge
un punto, por ejemplo (4,2) tal que la distancia de ese punto a (0,0) sea 2v/5 y se procede como
antes; esto garantiza que la circunferencia de centro (0,0) y que pasa por (4,2) corta al eje y en
2+/5. Observe la construccién auxiliar en la siguiente figura.

Figura 38: Los puntos By C pertenecen a la circunferencia c. El punto A
no pertenece a dicha circunferencia.
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Ejemplo 31

¢ Cuadl es la ecuacién de la circunferencia que aparece en la siguiente figura?

Figura 39: A es el centro de la circunferencia c y B pertenece a la
circunferencia.

Solucién

Se observa que el centro es el punto A(—2,1). El punto B(—2, —2) pertenece a la circunferencia y
d(A,B) = 3; esto significa que el radio de la circunferencia es igual a 3. Por lo tanto, la ecuacién
deces (x — (=2))?+ (y — 1)? = 3%2. Es decir, (x +2)?+ (y —1)2 =09.

Lo que define si un punto pertenece a una circunferencia es que su distancia al centro sea igual al
radio de la circunferencia. Si la distancia de un punto P al centro de la circunferencia es menor que
el radio, entonces el punto P estd en el interior de la circunferencia. Si la distancia de P al centro
es mayor que el radio entonces P esta en el exterior de la circunferencia.

~—{ Puntos interiores y exteriores a una circunferencia N
Si el centro de una circunferencia en el plano es ).Q
C(h, k) y su radio es r y se tiene un punto P(a,b) / t/
entonces: h 7
= P esinterior a la circunferencia si s
D)
(x —a)*+ (y — b)* < %
= P es exterior a la circunferencia si Figura 40: P es interior a
b b 5 la circunferencia (s < r).
X—a —b)" >r- _
( ) v (y ) Q es exterior a la
circunferencia (t > r).
& J
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Ejemplo 32

El punto A(—2,3) es exterior a la circunferencia de ecuacién (x — 2)? + y? = 20, pues (—2 — 2)? +
32 =1649 =25 > 20.

El punto B(0,3) es interior a esa circunferencia pues (0 —2)? + 3% =4 +9 = 13 < 20.

Relaciones de posicidn entre rectas y circunferencias

Dadas una recta y una circunferencia en el plano, se puede presentar alguna de las situaciones que
se dan en la siguiente figura.

O

Figura 41: Posiciones relativas entre una circunferencia y una recta en el
plano.

— Posicién relativa de una recta con respecto a una circunferencia N

En la figura anterior:

» Ja recta [ y la circunferencia C no se cortan (no se intersecan), se dice que la
recta es exterior a la circunferencia.

= La recta m y la circunferencia D se cortan (o intersecan) en dos puntos Py Q,
en este caso se dice que la recta es secante a la circunferencia.

» La recta n y la circunferencia E se cortan (o intersecan) en un tnico punto R,
en este caso se dice que la recta es tangente a la circunferencia.

& J

Ejemplo 33

En la siguiente figura se tiene que la recta f es tangente a las circunferencias c y d, la recta g es
tangente a la circunferencia c y secante a la circunferencia d, la recta & es secante a la circunferencia
c y exterior a la circunferencia d.
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Figura 42: Las rectas f y g son tangentes a c, I es secante a ¢, g es secante a
d, f tangente a d y h exterior a d.

Si se tiene la ecuacién de una recta y la ecuacién de una circunferencia y se quiere determinar la
posicion relativa entre ellas, lo que se debe averiguar es si no tienen puntos en comun, o tienen
solo un punto en comtn o tienen dos puntos en comun.

Algebraicamente esto significa que debe determinarse si no hay pares de ntiimeros reales, o hay
solamente uno o hay dos de ellos que satisfacen simultdneamente la ecuacién de la recta y la
ecuacién de la circunferencia. Esto conlleva a resolver una ecuacién de segundo grado, que, como
sabemos, puede no tener soluciones reales o tener solo una o tener dos, lo cual depende del valor
del discriminante de la ecuacion.

r{ Relacidn rectas — circunferencias — discriminante } ~

Siy = mx + b es la ecuacién de una recta y (x — h)? + (y — k)? = 2 es la ecuacién
de una circunferencia, para determinar, algebraicamente, si la recta es tangente,
secante o exterior a la circunferencia, se puede sustituir la y de la ecuacién de la
circunferencia por mx + b y resolver la ecuacion resultante:

(x —h)*>+ (mx + b — k)*> =12
Esta es una ecuacion de segundo grado cuyo discriminante es A. Se tiene que: Y

= Si A < 0, la ecuacién no tiene soluciones reales y por lo tanto la recta es
exterior a la circunferencia.

» Si A = 0, la ecuacién tiene solo una solucién real y por lo tanto la recta es
tangente a la circunferencia.

= Si A > 0, la ecuacién tiene dos soluciones reales y por lo tanto la recta es
secante a la circunferencia.
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Ejemplo 34

Determine la posicién relativa de la recta f de ecuaciéon y = 2x — 1 con respecto a la circunferencia
c de ecuacién (x —2)% + (y — 1) = 4.

La solucién algebraica consiste en resolver la ecuacién (x —2)% 4 (2x — 1 — 1)2 = 4. Esta ecuacién
es equivalente a

(x —2)2+(2x —2)* =4
X2 —4x+4+4x> —8x+4=14
502 —12x +4 =0

El discriminante de esta ecuacién es A = (—12)? —4-5-4 = 144 — 100 = 44. Como es positivo,
entonces la recta es secante a la circunferencia.

La solucién gréfica consiste en trazar la circunferencia c y la recta f en un mismo sistema de ejes
cartesianos.

Para trazar la recta se obtienen dos puntos que pertenezcan a ella y se traza la recta que pasa por
esos dos puntos; por ejemplo B(0, —1) y C(1,1) pertenecen a la recta.

Para trazar c observamos que su centro es el punto A(2,1) y suradio es r = v/4 = 2.

Se obtiene la gréfica que aparece en la siguiente figura.

f

Figura 43: La recta f es secante a la circunferencia c.

Ejemplo 35

Una recta f pasa por los puntos A(4,0) y B(2,6), Ajsera secante, tangente o exterior a la circunfe-
rencia ¢ de ecuacién x> + (y — 2)? = 10?

Solucién
. . YN 6—0 6
Algebraicamente: La pendiente de AB es m = i —3. Luego, como pasa por el punto
-0
% = —3 que es equivalente a y = —3x + 12.
Al sustituir en la ecuacién de ¢ se obtiene x? + (—3x + 12 — 2)? = 10. Al desarrollar y simplificar se
obtiene x*> — 6x + 9 = 0. El discriminante de esta ecuacién es A = (—6)> —4-1-9 = 36 — 36 = 0.

A(4,0), su ecuacion es
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La ecuacién solo tiene una solucién, por lo tanto solo hay un punto en comtn entre la recta y la
circunferencia. La recta es tangente a la circunferencia.

Gréficamente: Se traza la recta que pasa por los dos puntos dados y la circunferencia de centro en
C(0,2) y radio r = v/10.

Figura 44: La recta f es tangente a la circunferencia c.

~—{ Relacién radio - recta tangente a una circunferencia N

Si ¢ es una circunferencia de centro C y | una recta
tangente a c en el punto A, entonces, el radio CA D
de la circunferencia el perpendicular a la recta [.

Figura 45: [ es tangente a
cenA,CA L 1.

& J

Ejemplo 36

Una recta [ es tangente a la circunferencia de ecuacién (x — 3)2 + 4> = 9 en el punto A(2,2v/2).
Determinar la ecuacién de [.

Solucién

El centro de la circunferencia es C(3,0), luego, la pendiente de @ esm = S>3 = —2/2.

Como CA es perpendicular a I, entonces la pendiente de [ es n = 1 Q

_2\6 - 4
— 22 2
yx_\zf = \4[ Simplificando se obtiene: V2x — 4y + 62 = 0.

[68]

2v/2-0

La ecuacién de [ es
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Figura 46: La ecuacién de la recta / es V2x — 4y + 62 = 0.

Cortesia de Suriya Kankliang en FreeDigitalPhotos.net
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3. Poligonos

Area de algunas figuras basicas

— Area del rectingulo

Si la dimensiones de un rectangulo son [

-

y a4, entonces su area es ] ?
A=1I-a
Figura 47: El drea del
rectinguloes A =1 - a.
Ejemplo 37
En la siguiente figura, los cuadrildteros ABCD, I I
ECGE HG]I, son rectangulos, E es punto medio F m
de CD, H es punto medio de FG, CG mide el do- -
ble de /G y BC mide el doble de CG.
A D E C
Si AB=6cmy B] =7cm. A;Cudl es el drea de
la figura completa?
Solucién
Sea GJ = x. Se tiene que CG = 2xy BC = 2 - A B

CG = 2-2x = 4x. Luego:

B] =BC+CG+GJ
B] =4x+2x+x
7 ="7x.

Por lo que x = 1.

Figura 48: Las dimensiones del
rectangulo mediano son el doble
que las del pequefio y las del
grande son el doble que las del
mediano.

Las dimensiones de ABCD son 6 cm y 4 cm por lo que su drea es 6 - 4 = 24 cm?.

Las dimensiones de ECGF son 3 cm y 2 cm por lo que su 4rea es 3 -2 = 6cm?.

Las dimensiones de ABCD son1,5cmy 1 cm porlo quesudreaes1,5-1=1,5 cm?.

El area total de la figuraes24 +6+1,5 = 31,5 cm?.
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r{ Area del cuadrado } N
Si el lado de un cuadrado mide [ entonces 1
su area es l D)
_ _ 12
A== Figura 49: Como en el
cuadrado a = I, entonces su
dreaesA=1-1=12.
N\ J
Ejemplo 38

En la siguiente figura, todos los cuadrildteros que se observan son cuadrados. Los dos mas pe-
quefios tienen area igual a 1cm?. A;Cuadl es el 4rea de la figura completa?

Figura 50: A partir del tercer cuadrado, el lado es igual a la suma de los
lados de los dos anteriores.

Solucién

Como el drea de cada cuadrado rojo es 1 cm?, entonces su lado mide 1 cm. Luego:
El lado del cuadrado azul mide 2 cm 'y su drea es 2 - 2 = 4 cm?.

El lado del cuadrado verde mide 3 cm y su drea es 3 - 3 = 9 cm?.

El lado del cuadrado violeta mide 5 cm y su drea es 5 - 5 = 25 cm?.

El drea de la figura completa es 1 + 1 +4 + 9 + 25 = 40 cm?.

~— Area de un paralelogramo ~
Si b es la base de un paralelogramo y / es i
la altura sobre esa base entonces el 4rea h
del paralelogramo es b i )
A=b-h Figura 51: El drea del
paralelogramoes A = b - h.
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Ejemplo 39

La siguiente figura estd formada por un cuadrado y dos paralelogramos congruentes. El drea total
de la figura es 20 y se tiene que AF = 7. Determinar el drea de cada paralelogramo.

Figura 52: La figura completa esta formada por un cuadrado (azul) y dos
paralelogramos congruentes (rojos).

Solucion

Sea h la altura y b la base de cada paralelogramo. Los tridngulos AGB y FDE son congruentes por
lo que la figura completa tiene la misma 4rea que el rectangulo GHIB que se da en la siguiente
tigura.

Figura 53: El area de la figura AGEFDB es igual a la del rectangulo GHIB.

El largo del recténgulo GHIB es b + h y la altura es 2. Por lo que su érea es 2h(b + h). Como el
area total de la figura es 20, entonces 2h(b + h) = 20 (*).

Por otra parte, AF = 7, es decir b+ 2h = 7; luego, b = 7 — 2h. Sustituyendo en (*) se tiene que
h(7 — h) = 10. De aqui se obtiene que 1 = 2 y por lo tanto b = 3. El 4rea de cada paralelogramo es
2-3=6.
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~— Area del tridngulo N
Si b es la base de un tridngulo y & es la !
altura sobre esa base entonces el drea del ! |
triangulo es ' p
l D)
A b-h :
- 9 Figura 54: El 4rea del triangulo
es A = %.
= J

Ejemplo 40

En la siguiente figura ABCD es un rectangulo, E es el punto medio de AC y F es el punto medio
de EC. Determinar la raz6n del 4rea de AABC y el drea de ADCF.

A D

B C

Figura 55: ABCD es un rectangulo, E es punto medio de AC y F es punto
medio de EC.

Solucién

Como ABCD es un rectangulo entonces /B es recto y se tiene que la base de AABCes BC=ay
la altura es AB = b. Su drea es 3ab. Trace la altura desde F hasta el lado CD en el ADCF.

A D
E

------- G

B C

Figura 56: FG es la altura desde F sobre el lado CD en ADCF.

Dado que F es punto medio de EC y E punto medio de AC se tiene que esa altura es igual a
1BC = la. Por otra parte, DC = AB = b. Luego, el 4rea de ADCF es igual a

1
b 1t = 1tzb
2 8
La razén entre ambas areas es )
a
7 _ 1
%ab
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Ejemplo 41

Determinar el drea de un tridngulo equildtero que mide 12 cm de lado.

Solucién

Considere el tridngulo equildtero de la figura que aparece a continuacién. Se ha trazado la altura
sobre uno de los lados.

Figura 57: El tridngulo es equilatero, h es la altura.

La altura divide la base a la mitad, entonces, segtin el teorema de Pitdgoras:

h =122 — 62 = /108 = 61/3 cm.

De esta forma, el drea del tridngulo es

_12-6V3

> = 361/3 cm?.

A

/{ Area del rombo } N

Si Dy d son respectivamente las medidas
de las dos diagonales del rombo entonces

su area es
D-d

A=

Figura 58: El drea del rombo es DT'd.

& J

Ejemplo 42

El lado de un rombo mide 5 y una de sus diagonales mide el doble de la otra. Determinar el area
del rombo.

Solucién

Suponga que una diagonal mide x, entonces la otra mide 2x. Considere la siguiente figura:
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Figura 59: Se considera el tridngulo rectdngulo cuyos catetos miden x y 5
y cuya hipotenusa mide 5.

Se tiene que (%) + x2 = 52. Entonces

4 = 5= =205=x=20=

X = \/E:>x:2\f5.

En conclusién, una diagonal mide 2v/5 y la otra el doble: 4./5. Asi, tenemos que el drea del rombo
es

_ V54V

A
2

20.

— Area del trapecio N

El 4rea de un trapecio es igual a la suma
de sus bases multiplicada por su altura,
dividido entre dos. Si la base mayor es B,
la base menor es b y la altura es h, enton-
ces:

(B+b)-h

A=
2

g ‘ g B+b)-h
Figura 60: El 4rea del trapecio es ( 5 s

& J

Ejemplo 43

En la siguiente figura el drea de AAGD es 1, el area de AHBC es 2, G es el punto medio de DC y
H es el punto medio de AB. Determinar el drea del trapecio ABCD.

D G C

A H B

Figura 61: Areade AAGD es 1, areade AHBC es 2, G es el punto medio
de DC y H es el punto medio de AB A;cual es el area del trapecio ABCD?
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Solucién

Sea DG = bbase de AAGD y a su altura que coincide con la altura del trapecio. Se tiene %b =1

Sea HB = ¢ base de AHBC, su altura es a. Se tiene %C =2

La base mayor del trapecio es 2c¢ (pues H es punto medio de tal base) y la base menor es 2b (pues
G es punto medio de tal base). El area del trapecio es igual a

(2b+2c)a  2ba+ 2bc

2 2
=22ﬂ+22ﬂ:2-1+2-2:2+4:6.

Conceptos basicos sobre poligonos

—{ Poligono N

Un poligono de 7 (con entero mayor que 2) lados consta de n puntos de modo que
tres de ellos consecutivos no son colineales y de los segmentos que unen puntos
consecutivos.

Elementos basicos de un poligono:

= vértices, los puntos comunes a dos de los segmentos que constituyen el
poligono,

= lados, cada uno de los segmentos que constituyen el poligono,
= diagonales, los segmentos de recta que unen dos vértices no consecutivos,

= dngulos internos, los angulos cuyos vértices son vértices del poligono y sus
lados son lados del poligono,

= angulos externos, los dngulos adyacentes y suplementarios a los angulos in-
ternos.

E vértice p
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Figura 62: Elementos bésicos de un poligono: A, B, C, D y E son los
vértices, AB, BC, CD, DE y EA son los lados, BD es una diagonal,  es un
angulo interno, & es un dngulo externo.

~—{ Clasificacién de los poligonos ~

Los poligonos reciben nombres especiales de acuerdo con el ntimero de sus lados
(o de sus angulos, que es lo mismo). Por ejemplo:

= tridngulo, tres lados, = octagono, ocho lados,
» cuadrilatero, cuatro lados, = nondgono, nueve lados, b
= pentdgono, cinco lados, = decdgono, diez lados,
= hexagono, seis lados, = undecagono, once lados,
= heptagono, siete lados, = dodecdgono, doce lados.
= J
—{ Poligono convexo N

Un poligono es convexo si todas sus diagonales estan contenidas en el interior del O
poligono.
(.

Figura 63: El poligono ABCDE es convexo, todas sus diagonales estian en
el interior. El poligono FGHI] no es convexo, la diagonal FH no estd en el
interior.

Poligono regular

Un poligono es regular si es convexo y todos sus lados son congruentes entre si y
todos sus dngulos son congruentes entre si.

Ejemplo 44
a) En la siguiente figura el poligono ABCDE es regular: AB = BC = CD = DE = EAy ZA =
/B = /C = /D = ZE. El poligono FGHI] no es regular; por ejemplo, GH > FG, m(£F) <
m(Z]).
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A B F

Figura 64: El poligono ABCDE es regular, el poligono FGHI] no es regular.

b) Un tridngulo equildtero es un poligono regular de tres lados.

¢) Un cuadrado es un poligono regular de cuatro lados.

~—{ Centro, radio, dngulo central, apotema N

En un poligono regular:
= Su centro es el punto que equidista de los vértices del poligono.

= Un radio es un segmento que une el centro con un vértice, también se llama
radio a la medida de ese segmento. )

= Un dngulo cuyos lados contienen radios consecutivos se llama dngulo central.

= Una apotema es un segmento que une el centro de un poligono regular con el
punto medio de alguno de sus lados.

Figura 65: El poligono ABCDE es regular, F es el centro, FA, FB, FC son
radios, FG es una apotema, « es un dngulo central.

Medida del angulo central

360°
En un poligono regular de n lados, cada uno de los dngulos centrales mide .
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Ejemplo 45

7z z : 3600 _ o
Cada angulo central de un poligono regular de 8 lados mide =%~ = 45°.

@

Figura 66: Cada uno de los ocho dngulos centrales del octdgono regular mide 45°.

Suma de las medidas de los angulos internos de un poligono convexo

En un poligono convexo de n lados, la suma de las medidas de los d&ngulos internos
esigual a
180° - (n —2).

Ejemplo 46

Determinar la suma de los dngulos internos de un poligono convexo de 12 lados.

Solucién

Se tiene que n = 12, entonces, las suma de los dngulos internos del poligono es igual a

180°(1n — 2) = 180°(12 — 2) = 180° - 10 = 1800°.

Medida del 4ngulo interno de un poligono regular

En un poligono regular de n lados, cada uno de los dngulos internos mide

180° - (n —2)
n

Ejemplo 47

A continuacién se dan las medidas de los angulos internos de algunos poligonos regulares:
Poligono Suma de dngulos internos Medida del angulo interno
Tridngulo equildtero  180° - (3 — 2) = 180° 3-180°- (3—2) = £ -180° = 60°
Cuadrado 180° - (4 —2) = 360° 1-180°- (4—2) = §-360° = 90°
Pentagono regular ~ 180° - (5 — 2) = 540° 1.180°- (5—2) = 1 -540° = 108°
Hexagono regular ~ 180° - (6 —2) = 720° 1.180°- (6 —2) = £ -720° = 120°
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Ejemplo 48

La medida de cada uno de los dngulos internos de cierto poligono regular es 156°, ;cuantos lados
tiene?
Solucion

Suponga que tiene n lados, luego:

180°(n—2) _ | .

n
180°(n —2) = n - 156°
180° - 11 — 360° = 156° - n
180° - 11 — 156° - n = 360°

24° . n = 360°
v o 300

24

n = 15.

Esto es, el poligono tiene 15 lados.

Ejemplo 49

En la siguiente figura considere el heptdggono DCBEHGF

C B

G

Figura 67: Heptagono DCBEHGF.

Dicho heptagono estd compuesto por el cuadrado ABCD, el tridngulo equildtero ABE, el pentdgono
regular AFGHE vy el triangulo no equildtero DAF. A ;Cuanto mide Z/DFA? Solucién

Como ABCD es un cuadrado, entonces m(ZDAB) = 90°.

Puesto que AABE es equilatero, entonces m(ZBAE) = 60°.

Como AFGHE es un pentdgono regular, entonces m(ZFAE) = 108°.
Se concluye que m(£ZDAF) = 360° — 90° — 60° — 108° = 102°.

Prohibida la reproduccién y la divulgacién total o parcial de los contenidos de este documento para fines comerciales 45



Indice

Como los lados del cuadrado, el tridngulo equilétero y el pentdgono son todos congruentes, en-
tonces el tridngulo DAF es is6sceles. Esto significa que m(£DFA) = m(£LFDA).

La suma de las medidas de los d&ngulos internos del tridngulo es igual a 180°, entonces

2-m( )
2. m(£LDFA) = 180° — 102°
2-m( )

( )

Angulos externos

La suma de los dngulos externos de un poligono convexo siempre es igual a 360°.

. ., 360°
Ademas, si el poligono es regular, entonces cada angulo externo mide n'

Ejemplo 50

Cada uno de los angulos externos de un poligono convexo mide 24°, determinar cudntos lados
tiene.

Solucion

En esta situacion, 24° = %, luego, n =

360°
24°

= 15. El poligono tiene 15 lados.

Considere ahora un poligono regular de n lados (n > 3) en el que cada lado mide I, Ajcuénto
medira su apotema?

Se puede descomponer el poligono en n tridngulos isésceles, segin se muestra en la siguiente
figura.

Figura 68: Cada poligono regular de n lados se puede descomponer en n
tridngulos isésceles congruentes.
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La apotema del poligono corresponde a la altura trazada desde el dpice de uno de esos tridngulos.

El 4ngulo en el 4pice es un dngulo central del poligono, entonces mide a = 30

Figura 69: La altura del tridngulo corresponde a la apotema del poligono.

El 4ngulo en el apice del tridngulo es & = @.
Se tiene lo siguiente.
~—{Medida de la apotema de un poligono regular de n lados N

En un poligono regular de n lados, la medida de la apotema es igual a:

azf’cos(lio ) @ 7

donde r es la medida del radio del poligono.

Ejemplo 51

El radio de un pentdgono regular mide 12 cm; determinar la longitud de su apotema.

Solucién Un pentagono tiene 5 lados, ademds, la medida del radio es igual a 12 cm. Luego, segin
(2) la apotema del pentdgono es igual a

180
~12. i
a COS( 5 )

a=29,7082cm

Ejemplo 52

El lado de un nondgono regular mide 8 cm; determinar la longitud de su apotema.

Solucién Se determina la medida del radio del nondgono, la medida del angulo central es de 40°:

8
sen20° = 2
v
4
"= sen 20°
r=11,6952

Un nondgono tiene 9 lados, ademds, la medida del radio es igual a 11,6952. Luego, segtn (2) la
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apotema del nondgono es igual a:

a=11,6952 - cos (1890 >

a=11,6952 - cos20°
a = 10,9899

Otra estrategia de solucién se proporciona enseguida.

(o}

El angulo central del nondgono mide = 40°. En la siguiente figura se muestra el nondgono

con una apotema, la cual es un cateto del tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa es el radio y cuyo
otro cateto es la mitad del lado, es decir, mide 4. El 4&ngulo destacado es la mitad del &ngulo central
del nondgono, es decir, mide 20°.

Figura 70: Nondgono con una de sus apotemas

De acuerdo con esto:

4
tan20° = =
a
. 4
"~ tan20°
a = 10,9899

Ejemplo 53

El lado de un hexdgono regular mide 10 cm; determinar la longitud de su apotema.

Solucion

En un hexagono regular, la medida del radio es igual a la medida del lado, por lo tanto, el radio
mide 10 cm. Luego, segtn (2) la apotema del hexdgono es igual a

o

a = 10cos <180 > cm = 10co0s30° cm = 10? cm = 5v/3 cm.
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Perimetros y areas

/{ Perimetro D

El perimetro de un poligono es la suma de las medidas de sus lados. Si el poligono
es regular de n lados, entonces su perimetro es

P=mn-lI,

L donde ! es la medida del lado.

Ejemplo 54

En la siguiente figura se muestra un octigono ABCDEFGH no regular.

B

D C

Figura 71: Octdgono ABCDEFGH.

El poligono fue formado pegando cuatro cuadrados; el mds pequerio es de lado 1, el segundo tiene
ellado el doble que el primero y el tercero el lado el doble que el segundo. Determinar el perimetro
del octagono.

Solucién

El lado del cuadrado menor es 1, el del mediano es el doble; es decir, 2 y el del mayor es el doble
del mediano es decir 4. De acuerdo con esto: AB=7,BC =4,CD =4,DE =2,EF =2,FG =1,
GH=1yHA=1.

Luego, el perimetroesiguala7 +4+4+2+2+1+1+1=22.
Ejemplo 55

En la siguiente figura, ABCDE es un pentagono regular de lado 2 cm. Determinar el perimetro del
hexagono no regular ABFCDE.
D

A B
Figura 72: ABCDE es un pentdgono regular de lado 2 cm.
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Solucién

En el hexdgono ABFCDE, 4 lados coinciden con los lados del pentdgono ABCDE, por lo que cada
uno de ellos mide 2 cm. Los otros dos lados del hexdgono, a saber: BF y CF corresponden a radios
del pentagono.

Considere el tridngulo isésceles BFC, el angulo en el dpice corresponde a un dngulo central del

pentdgono por lo que mide 108°. Trace la altura desde el 4pice y sea G el pie de esa altura.
D

A B

Figura 73: GC =1 cm, m(£LGFC) = 54°.

Como m(£BFC) = 108°, entonces m(ZGFC) = 54°, por otra parte, GC = 1 (pues G es el punto
medio de BC). Luego se tiene:

FC=FB = ~1,236.

sen 54°

El perimetro del hexdgono ABFCDE esiguala2 +2+42+241,236 + 1,236 = 10,472 cm.

~— Area de un poligono regular ~

Si un poligono es regular con 1 lados entonces su édrea es

n-l-a D)
A= o
donde [ es la medida de su lado y a es la medida de su apotema.
Ejemplo 56

En la figura, el octdgono es regular y el cuadrado tiene diagonal 12 cm. Determinar el 4rea de la
region coloreada con rojo.

Figura 74: El octdgono es regular, la diagonal del cuadrado mide 12 cm.
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Solucién

Se observa que la diagonal del cuadrado es igual a dos radios del octdgono. El 4ngulo central del

. ‘Je 360° _ 450
octdgono mide =5~ = 45°.

A D B

Figura 75: AABC es isésceles, m(Z/ACB) = 45°, CD es la altura desde el
apice, CB = 6, m(£DCB) = 22,5° cm.

Sil esla medida del lado del octdgono, entonces, con la notacién de la figura anterior, sen(22,5°) =

2
< Despejando I se obtiene
] =12-sen(22,5°) ~ 4,5922.

Segun el teorema de Pitdgoras, se obtiene que la apotema del octdgono es CD = /62 —2,3? =

5,5433.

El area del octagono es

8-4,6-5,54
2

Como la diagonal del cuadrado es 12 cm, entonces, si el lado del cuadrado es L, entonces, de
acuerdo con el teorema de Pitdgoras:

A= =101, 8238 cm?.

202 =144 = [? = 72 cm?.

El drea sombreada es igual a 101, 1 cm? — 72 ecm? = 29,82 cm?.

Area de poligonos no regulares

Si el poligono no es regular, para calcular su drea se puede descomponer en figuras
basicas como tridngulos, trapecios, cuadrados, etc., y sumar el area de estas figuras.
También se puede inscribir en una figura bésica, calcular el drea de esta y luego
sustraer el drea de otras figuras bésicas.

Ejemplo 57

En la figura siguiente se tiene que las rectas & y % son paralelas y la distancia entre ellas es 2

cm. Por otra parte las rectas ﬁ y R son perpendiculares a %, D es es el punto medio de GE yG
es es el punto medio de AF.Sid(B,F) =2cmy d(F,C) = 6 cm, determinar el &rea del pentégor51(l)
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Figura 76: Pentagono ABCED.

Solucién

Tracemos los segmentos AF y GD.

B” F
Figura 77: El pentdgono ABCED se puede subdividir en dos tridangulos
ABF, ADG y un rectdngulo CEGF.

El poligono queda dividido en dos tridngulos y un rectangulo.

Como jﬁ 1L ?()?, si se toma como base de AABF el lado BF entonces la altura es m; Nos dicen
que BF = 2 cm y, por otra parte, FA = 4 cm pues FG = 2 cm y G es punto medio de FA. Luego,
se tiene

a(AABF) = % =4 .cm?,

También AAGD es rectdangulo con dngulo recto en G. Se tiene que GA = 2y como D es punto
medio de GE, entonces GD = 3. Luego:

a(AAGD) = % =3 cm?.

Finalmente, el cuadriladtero FCEG es un rectdngulo pues los lados opuestos estdn en rectas parale-
las y los lados consecutivos son perpendiculares. La base es FC = 6 cm y la altura es CE = 2 cm,
por lo que su drea es 12 cm?.

El 4rea del poligono considerado es 4 + 3 + 12 = 19 cm?.
Ejemplo 58

En la siguiente figura se tiene que DE = EF = FA = BC = 2 cm, m(4BAF) = m(£LAFE) =
m(£LFED) = m(£ZABC) = 120° y AB = 6 cm. Calcular el 4rea del poligono ABCDEF.
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Figura 78: Poligono ABCDEF.

Solucién

Trace dos puntos: un punto G en AB tal que AG = -2 cm y un punto H en el interior del poligono
tal que GH =2 cmy m(£LAGH) = 120°. Ademés, GH, HD, CH.

A G B

Figura 79: El poligono ABCDEF queda dividido en un hexagono regular,
un tridngulo y un paralelogramo.

El poligono queda dividido en un hexdgono regular de lado igual a 2 cm, un tridngulo de base 6
cm y altura igual a la apotema del hexagono y un paralelogramo de base 6 cm y, también, altura
igual a la apotema del hexagono.

Puesto que el lado y el radio de un hexdgono son congruentes, por (2), la apotema del hexagono
esigual a
4 =2c0s30° = 2‘? — V3cm & 1,732 cm.
De tal modo:
6-2-1,732
2
El 4rea del paralelogramo es 6 - 1,732 cm? = 10,392 cm?.

El 4rea del hexdgono es cm? = 10,392 cm?.

El 4rea del tridngulo es la mitad del 4rea del paralelogramos, es decir, 5,196 cm?.

Asi, el drea del poligono ABCDEF es 10,392 + 10,392 45,196 = 25,98 cm?.
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Ejemplo 59

En la siguiente figura, ABCD es un rectangulo, el AHAI es isésceles, AH = HG = GD = BE,

AB =4-BlyBI = FD.Si BC =9 cm, determinar el 4rea del poligono EFGHI.

E
B C C
I
oF
A D
H G

Figura 80: El poligono EFGHI estd inscrito en el rectingulo ABCD.

Solucion

Como BC = 9 cm y ABCD es un rectangulo, entonces AD = 9 y puesto que AH = HG =

BE entonces AH = HG = GD = BE = 3 cm.

Como AHAI es isOsceles, entonces AI = 3 cm. Como AB = 4 - BI entonces:

AB = 4BI

Al + Bl =4BI

3+ BI =4BI
3 =4BI - BI

3 =23BI

1 = BI.

Como BI = FD, entonces, FD = 1 cm. De esto también se obtiene que AB = 4 cm.

GD =

El &rea del poligono EFGHI se puede obtener restando al drea del rectdngulo en el que esta ins-

crito, las dreas de los cuatro tridngulos que se forman en la figura.
Tenemos:

a(ABCD) =9 -4 = 36 cm®

a(AHAI) = 32—3 = 4,5 cm?

—_
|68}

a(AIBE) = —= =1,5 cm?
a(AECF) = 6; =9cm?
a(AFDG) = 12—3 =1,5cm?

Se concluye que el 4rea del poligono EFGHI es 36 — (4,5+1,5+9+1,5) = 19,5 cm?.
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Poligonos en un sistema de coordenadas

El uso de coordenadas para representar poligonos puede simplificar el calculo de perimetros y
drea. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 60

La unidad de medida utilizada en el siguiente sistema de ejes cartesianos es 1 cm (cada uno de los
cuadrados que constituye la cuadricula tiene como lado 1 cm). Determinar el drea del poligono

ABCDEF.

@

Solucion

Figura 81: Poligono ABCDEF.

Se puede dividir el poligono en dos tridngulos y un trapecio, tal como lo muestra la siguiente

figura.

Figura 82: El poligono ABCDEF se divide en el tridngulo AFG, el
tridngulo BCD y el trapecio BEFG.
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Se tiene que:

a(ABCD) = % =1,5cm?
a(ANAFG) = % =3 cm?
a(BEFG) = (6453 _ 16,5 cm?

Luego, el area del poligono ABCDEF es a(ABCDEF) =1,5+3+ 16,5 = 21 cm?.
Ejemplo 61

En un sistema de coordenadas cartesianas considere el poligono de vértices A(—2,2), B(1,0),
C(5,1), D(4,3) y E(0,5). Dibujarlo, calcular su perimetro y calcular su drea.

Solucion

El poligono ABCDE aparece en la siguiente figura.

Figura 83: Poligono ABCDE.

Para calcular el perimetro se determina la distancia entre cada dos vértices consecutivos y se su-
man tales distancias:

d(AB)=\/(-2-12+(2-02=014= V13
d(B,C) = /(1-5)2+(0—1)> = VI6+ 1= V17
d(C,D)=\/(5-42+(1-32=VIti=5

d(D,E) = /(402 + (352 =16+ 4= V20
d(E,A)=/(0- 22+ (5-22=v419=V13

Luego, el perimetro del poligono es

V13 + V17 + V5 + V20 + V13 ~ 18,042.
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Para calcular el drea se puede proceder de alguna de las dos manera en que se hizo anteriormen-
te. En este caso lo mas sencillo es inscribir el poligono en un rectangulo, calcular el area de ese
rectdngulo y restarle el drea de algunos tridngulos particulares. El esquema de lo que decimos se
presenta en la siguiente figura.

A
S 5 AL R
Al
34 D
A 5|
I C
P Q
2 1 o 1B 2 3 & 5 6
1

Figura 84: El drea del poligono ABCDE se obtiene al restar del drea del
rectdngulo PQRS, las areas de AAPB, ABQC, ACRD, ARDE y AASE.

En la figura quedan especificadas las dimensiones del rectangulo y de los tridngulos correspon-
dientes. Se tiene que:

a(PQRS) =7 -5 = 35
a(AAPB) = 372 _3
a(ABQC) = % —2
4(ACRD) = % —2
a(ARDE) = % _5
a(AASE) = % =3

Se concluye que a(ABCDE) =35— (34+2+2+5+3) = 20.
Ejemplo 62

La unidad de medida utilizada en el siguiente sistema de ejes cartesianos es 1 cm. Determinar el
drea del trapecio ABCD.
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5&

A\

2 -1 By 1 2 3 4

Figura 85: Trapecio ABCD.

Solucién
Observamos que la base mayor del trapecio es BC, la base menor es AD y la altura es AB.

Se tiene que:

» BC=d(B,C) = V42 +42 = 42 cm.
» AD =d(A,D) =22 +22 =22 cm.
= AB=d(A,B) =22 +22 =22 cm.

El 4rea del trapecio es

2

a(ABCD) = =12 cm”.

(4v2+2v2)-2V/2
2

Aproximacién de perimetros y dreas

El perimetro y el 4rea de regiones no poligonales se pueden estimar mediante el cdlculo de perime-
tros y areas de poligonos. Veamos un par de ejemplos.

Ejemplo 63

La curva que aparece en la siguiente figura recibe el nombre de cardioide. Si cada uno de los
cuadrados que constituye la cuadricula tiene como lado 1 cm, estime, con un error no mayor del
10 %, el area de la superficie que encierra el cardioide.
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Figura 86: Un cardioide.

Solucion

Se puede aproximar el area del cardioide mediante el 4rea de un poligono segtin se muestra en la
siguiente figura. En este caso, se observa que el drea del poligono es mayor que la del cardioide;
se dice que la aproximacién es por exceso.

Figura 87: El poligono aproxima por exceso el drea del cardioide. A la
derecha se muestra solamente el poligono.

Se puede dividir el poligono en la forma que se muestra a la derecha en la figura anterior: en 6
trapecios. Dada la simetria de la figura, los dos trapecios azules tienen la misma area, lo mismo que
los dos verdes y los dos anaranjados. Luego, basta calcular la suma de las areas de los trapecios 1,
2y 3 y luego multiplicar por 2.

4)-2
El area del trapecio 1 es <8+2) =12 cm?.
8+7)-3
El 4rea del trapecio 2 es (+2) = 22,5 cm?.
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3+2)-1

El 4rea del trapecio 3 es =2,5cm?2.

La suma de estas 4reas es 12 + 22,5+ 2,5 = 37 cm?.
Luego, el area del poligono es 27 - 2 = 74 cm?.

También se puede aproximar el drea del cardioide por defecto, mediante un poligono de area
menor, seglin se muestra en la siguiente figura.

T

\
\
/

/

Figura 88: El poligono aproxima por defecto el drea del cardioide. A la
derecha se muestra solamente el poligono.

Se puede dividir el poligono en la forma que se muestra a la derecha en la figura anterior: 2
trapecios (verdes), dos tridngulos (azules) y dos paralelogramos (anaranjados). Dada la simetria
de la figura, basta calcular la suma de las dreas del tridngulo 1, el trapecio 2 y el paralelogramo 3
y luego multiplicar por 2.

6-1
El 4rea del tridngulo 1 es - = 3 cm?.

(8+6)-2

El 4rea del trapecio 2 es =14 cm?.

El 4rea del paralelogramo 3 es 8 -2 = 16 cm?.
La suma de estas reas es 3 + 14 + 16 = 33 cm?.
Luego, el drea del poligono es 33 - 2 = 66 cm?.

Se puede tomar como aproximacién del area del cardioide el promedio del drea por defecto y el
area por defecto; es decir, el drea del cardioide es aproximadamente igual a

74 + 66

> cm? = 70 cm?.

La diferencia entre la aproximacién y el drea por defecto nos permite conocer qué porcentaje de
error se cometio en el célculo:
70 — 66 4

6 -100:%-100%0,06-10026.
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Por lo que el error en la aproximacién es menor que el 10 %.

Ejemplo 64
Utilice la escala que presenta el mapa en la siguiente figura para aproximar el 4rea de la region

delimitada con trazos de color azul.

N

7

-
/

S L
T 25 50 100 k\/‘

Figura 89: Se trata de aproximar el drea de la region de color blanco.

Solucién
Consideremos una cuadricula sobre el mapa, donde cada lado de los cuadros de la cuadricula re-
presenta 25 km, segtin la escala del mapa. Podemos aproximar el 4rea mediante la de un poligono,

tal como muestra la figura.

| i |
. P
N
Jf
]
/

B e e
Rt
/

e e,

rNo
)

T— _. |
. NN
\ \
olie= 3
25 50100 ki }\ \
Figura 90: El poligono de contorno rojo aproxima la regién considerada.
A la derecha se muestra el poligono y de indica una forma de partirlo para

facilitar el calculo de su area.
61
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Hay porciones de la regién que quedan dentro del poligono y otras que quedan fuera, de modo
que se compensan en alguna medida.

Recuerde que el lado de cada cuadradito de la cuadricula corresponde a 25 km. Se tiene entonces
que:

(8-25+4+4-25)-7-25
2
El 4rea del poligono 2 es: (3 - 25) - (2-25) = 3750 km?,
(3-25+41,5-25)-4-25
2
Una aproximacién del 4rea de la region es 26 250 4 3 750 4 5625 = 35 625 km?

— 26250 km?.

El 4rea del poligono 1 es:

El 4rea del poligono 3 es: — 5625 km?.

Una mejor aproximacién se obtiene mediante un poligono de mayor ntimero de lados que se
ajusten mejor a al contorno de la region.
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4. Transformaciones en el plano

Algunos conceptos basicos

~—{ Transformacién en el plano ~

Una transformacién en el plano es una correspondencia uno a uno del conjunto de O
puntos del plano en si mismo.
-

~—{ Imagen bajo una transformacién, homdlogos N

Si la transformacién T mueve el punto X al punto X', entonces se dice que X’ es la 5
imagen de X bajo T y se escribe T(X) = X'. También diremos que X’ es homdlogo
de X.

Ejemplo 65

Si se considera en el plano un sistema de ejes coordenados, la correspondencia tal que a cada
punto (x,y) le asocia el punto (x,y + 3) es una transformacién.

Una transformacién puede verse como un movimiento que se aplica a todos los puntos del plano.
En el ejemplo anterior, al considerar el sistema de coordenadas en la forma usual, la transforma-
cién lo que hace es mover todos los puntos 3 unidades “hacia arriba”, puesto que lo que hace
es sumar tres unidades a la ordenada de cada punto. En la siguiente gréfica se observa que al
aplicarles la transformacién a los puntos que pertenecen a la recta y = 1, se mueven todos a la
rectay = 4.

Yy
A'(~3,4) B'(1,4) C'(4,4)
° ° ® Yy = 4
' ' y = 1
A(=3,1) B(1,1) C(4,1)
X

Figura 91: Al aplicar la transformacién T (x,y) = (x,y + 3), todos los
puntos de la recta y = 1, se mueven a larectay = 4

Ejemplo 66

Para la transformacién tal que a cada punto (x, y) le asocia el punto (x,y + 3) se escribe T(x,y) =
(x,y + 3). Para esta transformacién, por ejemplo, el homoélogo de (2,5) es T(2,5) = (2,5+3) =
(2,8).
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Transformacién de una figura

La transformacién mediante T de una figura X en el plano es la figura que se obtiene
al aplicar la transformacién T a todos los puntos de la figura. La transformacién de
la figura X se denota por T(X) o por X'.

Ejemplo 67

En el caso de la transformacién del ejemplo 2, la transformacién mediante T de larectay = 1 esla
recta y = 4 (vea la figura 5).

/{ Isometria N

Una transformacion T es una isometria si preserva las medidas de los segmentos y
las medidas de los angulos. Preservar la medida de los segmentos significa que si
Ay Bsondospuntosy T(A) = A’y T(B) = B entonces la medida de AB es igual
a la medida de A’B’. Si C es otro punto con T(C) = C’ y los puntos A, By C no son
colineales, entonces la medida de ZABC es igual a la medida de ZA'B'C’.

A/

B/

A

Figura 92: Silos puntos A’, B’ y C’ se obtienen respectivamente de los
puntos A, By C mediante una isometria, entonces AB = A'B’, AC = A'C’
y m(ZCAB) = m(£C'B'A")

Ejemplo 68

La transformaciéon T(x,y) = (x — 1,y + 1) es una isometria.

Por ejemplo, considere los puntos A(1,2) y B(3,5), la medida de AB es

AB=1/(1-3)2+(2-52=VE+9=V3.

Se tiene que:

T(A(1,2)) = A'(1—-1,2+1) = A'(0,3)
T(B(3,5)) =B'(3—1,5+1) = B'(2,6)
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La medida de A’B’ es

AB = \/(0-22+(3-62=vi+9= 1.

Con lo cual se tiene que AB = A’'B’.
Sea C(4,2), entonces, T(C(4,2)) =C'(4—1,2+1) = C'(3,3).

la recta que contienea A y a C es la recta y = 2.
La que contiene a A’ y C’ es y = 3, de modo que

ambas recta son paralelas. ol 5
La recta que contiene a A y a B es una recta
. 5-2 3
de pendiente m = 31 = o La recta que 57 B
contiene a A’ y a B’ es una recta de pendiente
m = 6-3_73 Por lo tanto, son paralelas i
T2-0 2 P SOnP ‘ /
3 H o
Luego, los éngulos ZCAB y ZC'A’B’ son con- A" E
gruentes.
2+ A H oL
1 +
o 1 2 3 4
Figura93: AB= A'B’, AC=A'C,
m(LCAB) = m(LC'A'B').
Traslaciones

/{ Vector -

Un vector v en el plano se puede ver como un desplazamiento con dos componen-
te, una horizontal y una vertical, por lo tanto se puede describir mediante un par
ordenado v = (a,b), donde a es el desplazamiento horizontal (2 > 0 si es “hacia O
la derecha”, a < 0 si es “hacia la izquierda” o 4 = 0 si no hay desplazamiento ho-
rizontal) y b es el desplazamiento vertical (b > 0 si es “hacia arriba”, b < 0 si es
“hacia abajo” o b = 0 si no hay desplazamiento vertical).
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Yy
Ejemplo69__ v=(-3,2)
En la figura v = (—3,2) representa un
desplazamiento de 3 unidades hacia la 1
izquierda y de 2 unidades hacia arriba. X
0] 1
Figura 94: Representacion del vector
v=(-32).
Y
v=1(-3,2)
Ejemplo70____ ¥
.
Un vector se puede representar en B
cualquier lugar del plano. En la figura, 0 1 x
todas las flechas de color violeta repre-
sentan el mismo vector.

Figura 95: Un vector se puede representar
en cualquier lugar del plano.

Traslaciéon

Una traslacién de vector v es una transformacion que a cada punto P del plano le
asocia un punto P’ tal que el segmento PP’ es paralelo a v y tiene la misma longitud
que v. Dado que v es un segmento dirigido (uno de sus extremos es el punto inicial
y otro es el punto final), PP’ es un segmento con la misma direccién de v.

Figura 96: El punto P se traslada hasta el punto P’ segun el vector v
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(pinocho)

—

Figura 97: La imagen completa de Figura 98: Todos los segmentos que
Pinocho se traslada a otra posicién, unen puntos homoélogos en la figura
segun el vector que se da en la inicial y su imagen mediante la
figura. La imagen de Pinocho es traslacién son del mismo tamafio y
cortesia de FreeDigitalPhotos.net. paralelos al vector de la traslacion.
Propiedades N

.

s Toda traslacion es una isometria.

= Si A, B, C son puntos distintos tales que A — B — C y T es una traslacién
entonces T(A) — T(B) — T(C). D)

= La traslacién de un segmento de recta es un segmento de recta paralelo al
original.

J

Lo que dice la segunda propiedad es que si tres puntos son colineales entonces sus imagenes
también lo son. Y, ademas, el que esta entre los otros dos tiene su imagen entre las imédgenes de
los otros.

A

Figura 99: Si A — B — C y T es una traslacién, entonces
T(A)—T(B)—T(C).
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Una situaciéon que se puede observar cuando se traslada una figura es que la original y su ima-
gen son congruentes y estdn orientadas de la misma manera. Esto proviene de las propiedades
mencionadas anteriormente.

Traslacién de un poligono

Las propiedades dadas arriba implican que si se va a aplicar una traslacién a un
poligono, basta con aplicarla a sus vértices para obtener el poligono imagen.

Ejemplo 71

Suponga que se va a trasladar el triangulo de vértices O(0,0), B(—1,2), C(2,3) segtn el vector v =
(—3,2). Se trasladan sus vértices y luego se trazan los lados para obtener el tridngulo resultante.
El punto traslaciéon de O(0,0) se obtiene al trasladarlo tres unidades a la izquierda y dos hacia
arriba; se obtiene O’'(—3,2), del mismo modo se obtiene B'(—4,4) y C'(—1,5).

CI

BI

O/

(@) 1

Figura 100: El tridngulo O’B’C’ es la imagen del tridngulo OBC segun la
traslacion de vector v = (—3,2). Podemos escribir T,(AOBC) = AO'B'C’.

Homélogo bajo una traslacién

Si T, es una traslacién segun el vector v = (a,b), entonces el homdlogo de P(x, )
es P'(x+a,y+b); esdecir T,(x,y) = (x+a,y+Db).

Ejemplo 72

Siv = (—2,4), entonces al aplicar al punto P(2,5) la traslaciéon de vector v se obtiene el punto
P'(2+—-2,5+4)=P'(0,9).

Prohibida la reproduccién y la divulgacién total o parcial de los contenidos de este documento para fines comerciales 68



Indice

Reflexiones

Reflexion

Una reflexién en el plano, con respecto a una recta /, es una transformacion que
aplica a cada punto P del plano un punto P’ tal que la recta | es mediatriz del

segmento PP’. El punto P’ se llama homoélogo de P bajo la reflexién. La recta I se
llama eje de la reflexién.

Figura 101: El punto P’ es homoélogo de P bajo la reflexion con respecto a
la recta I. Esto significa que I es mediatrz de PP’; es decir [ 1. PP’y
MP = MP' (M es el punto medio de PP).

R(X) = X'

Figura 102: La figura azul X’ es la imagen bajo la reflexion con respecto a
la recta I de la figura roja X.

— Propiedades

= Toda reflexién con respecto a una recta es una isometria.

= Los puntos del eje de la reflexién son invariantes; esto es, si Q es un punto en
el eje y Q' es su homologo, entonces Q" = Q.
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Homdélogo bajo una reflexién

Es facil ver que el homologo de P(x,y) mediante una reflexion con respecto al eje x
es P'(x, —y).

y
» P(x,y)
x
* P(x, —y)
Figura 103: El homoélogo de (x,y) bajo la reflexién con respecto al eje x es

(x, —y)

Ejemplo 73

Considere el tridangulo de vértices A(1,4), B(3,2), C(0, —2); entonces su homdlogo bajo la reflexién
con respecto al eje x es el triangulo de vértices A’(1, —4), B'(3,—2), C’(0,2). Esto se observa en la
siguiente figura.

o)

0
3

Figura 104: El tridangulo rojo ABC tiene como imagen el tridngulo azul
A'B'C’ bajo la reflexion con respecto al eje x.
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— Homélogos bajo reflexiones N

= El homologo de P(a,b) bajo la reflexion con respecto a una recta horizontal
y=kesP'(a2k—Db).

» El homologo de P(a,b) mediante una reflexién con respecto a una recta verti-
cal x = tes P'(2t —a,b).

N

» El homélogo de P(a,b) bajo una reflexién con respecto a la recta y = x es
P'(b,a) (se intercambian las coordenadas)

eP'(a,2k —b)

X

Figura 105: Si P(a,b) entonces su homologo bajo una reflexién con
respecto a la recta y = k es P’(a,2k — b) y su homélogo con respecto a la
rectax = tes P"’(2t —a,b)

Ejemplo 74

El cuadrado de vértices A(0,0), B(2,2), C(0,4), D(—2,2) se transforma en el cuadrado de vértices
A’(0,0), B'(2,2),C'(4,0), D'(2, —2) cuando se le aplica la reflexién con respecto a la recta y = x.

(@)

A= c

D/
Figura 106: El cuadrado azul A’B’C’D’ es el homélogo del cuadrado rojo
ABCD bajo la reflexién con respecto a la recta y = x.

Prohibida la reproduccién y la divulgacién total o parcial de los contenidos de este documento para fines comerciales 71



Indice

Simetria axial

\

Simetria axial |

En algunas ocasiones al reflejar una figura sobre una recta se obtiene la misma fi-
gura original; es decir, si X es una figura y R una reflexién con respecto a una recta
I, puede suceder que R(X) = X. En este caso, se dice que la figura X es simétrica y
que la recta | es un eje de simetria de la figura.

La figura que se da a continuacién es simétrica con eje de simetria /. Al reflejarla sobre [ se tiene

que el homoélogo de A es B, el de Bes Ay el de C es C mismo.

A

B

Figura 107: La figura es simétrica con respecto a la recta /

Una figura puede tener més de un eje de simetria.

Figura 108: Esta figura tiene cuatro ejes de simetria.
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Rotaciones

r{ Rotacién N

Una rotacién en el plano, con centro en el punto A
y amplitud 6, es una transformacion que aplica a
cada punto P del plano un punto P’ tal que el arco
PP’, de la circunferencia con centro en A y radio
AP, mide 6. El punto P’ se llama homélogo de P
bajo la rotacién.

D

La rotacién de una figura X en el plano es la figu-
ra que se obtiene al aplicar la rotacién a todos los
puntos de la figura. Si la rotacion se denota por R, Figura 109: El punto P’
entonces la rotacion de la figura es R(X) o X'. es el homélogo de P bajo

la rotacién de centro en

Ay amplitud 6.

(. /

Figura 110: El monito fue rotado 60° con centro en A. Cada uno de sus
puntos junto con sus homoélogos son extremos de arcos de 60° con centro
en A. Imagen del monito cortesia de FreeDigitalPhotos.net

Propiedades

m Las rotaciones son isometrias.

» El centro A de una rotacion es invariante (permanece fijo); esto es A’ = A.

Prohibida la reproduccién y la divulgacién total o parcial de los contenidos de este documento para fines comerciales 73



Indice

Homologo bajo una rotacién

Si R es una rotacién con centro en el origen de coordenadas O(0,0) y amplitud 6,
entonces el homologo de P(x,y) es
R(P(x,y)) = P'((cos8)x — (senf )y, (senf )x + (cos0)y).

Ejemplo 75

Una rotacién de centro O(0,0) y amplitud 45° aplica el punto P(x,y) en el punto P’ (%(x —

v), %(x +y)). Asi, si al tridngulo de vértices A(2,0), B(4,0), C(3,3) se le aplica dicha rotacién
se obtiene el tridngulo de vértices:

A (B2-0),202+0) =4 (V2v2) B (£#-0),2(4+0) =B(2v22V2),
C' (2(3-3),2(3+3)) = C'(0,3v2).

C'9

A/

45%
45

o o x
A B

Figura 111: El triangulo A’B'C’ es la imagen del triangulo ABC bajo la
rotacién de centro O(0,0) y dngulo 45°.

Homotecias

r{ Homotecia N

Una homotecia con centro en el punto A de razén k (con k # 0) es una transforma-
ci6én que a cada punto P del plano le asocia un punto P’ tal que:

» Sikespositivo: A—P — P’ (Pestdentre Ay P')sik >10A—P —Psik <1, &
y la distancia de A a P’ es k veces la distancia de A a P.

» Sikesnegativo: P — A — P (A estd entre P’ y P) y la distancia de A a P’ es —k
veces la distancia de A a P.
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k>1 | 0<k<1
kx > kx ‘
p i P
4 e
A A

Figura 112: En cada caso, P’ es el homélogo de P bajo la homotecia de
centro A y razén k, seginseak > 100 < k < 1.

A
—kx A

/
X —
X

© ©

P’ P!
Figura 113: En cada caso, P’ es el homélogo de P bajo la homotecia de
centro A y razén k, seginseak < —10 -1 <k < 0.

Si la imagen de X mediante una homotecia H es X' se escribe H(X) = X'. En la ilustracién si-
guiente, la figura violeta es una homotecia de la figura roja de razén k' = 3,5 y la figura azul es
una homotecia de la roja de razén k" = —0,75.

P/l

Figura 114: La figura violeta se obtiene de la figura roja mediante una

homotecia de razén k' = 3,5y centro en A. La figura azul se obtiene de la
figura roja mediante una homotecia de razén k” = —0,75 y centro en A. .

Observe que cuando se aplica una homotecia de razén negativa a una figura entonces la imagen
cambia su orientacién con respecto a la figura original.

Por otra parte, las homotecias conservan las medidas de los &ngulos pero no conservan las medi-
das de los segmentos. De hecho, si |k| < 1, el segmento que se obtiene a partir de un segmento
dado, es de menor longitud, mientras que si |k| > 1 entonces el segmento que se obtiene es de
mayor longitud.
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Dicho de otra manera, Una homotecia de razén |k| > 1 dilata o expande las figuras (las hace mas
grandes), mientras que una de razén |k| < 1 las contrae (las hace mds pequefias).

— Propiedad N

Si una figura X’ se obtiene de la figura X mediante una homotecia entonces X y X’ O

son semejantes. Esto implica que las medidas de los dngulos se preservan.
(S /

/{ Teorema N

Si H es una homotecia de centro O(0,0) y razén k entonces el homoélogo de P(a,b) O
es P'(ka, kb); es decir H(a,b) = (ka, kb).

Ejemplo 76

Dada la homotecia H de centro O(0,0) y razén —1, 5, el homoélogo del tridngulo de vértices O(0,0),
B(—1,2), C(2,3) es el tridngulo de vértices:

O'=0,

B'(-1,5-(-1),-1,5-2) = B'(1,5,-3),

C'(-1,5-2,-1,5-3) =C'(—3,—4,5).

Bl

C/

Figura 115: El tridngulo O’'B’C’ es la imagen del triangulo OBC bajo la
homotecia de centro en O y razén —1,5.

Observe que, como la razén es negativa y de valor absoluto mayor que 1 entonces la imagen es de
mayor tamano que la original y tiene una orientacién diferente de la de ella.

Teorema

Sea A(a,b) un punto y H una homotecia de centro A y razén k, el homoélogo de
P(x,y) es P'(k(x —a) +a,k(y — b) + b). Esto significa que

H(x,y) = (k(x —a)+a,k(y —b) + b).
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Ejemplo 77

Al aplicar la homotecia de centro A(2,1) y razén 1 al tridngulo de vértices P(—7,13), Q(—1,13),
R(—4,1) se obtiene el tridngulo de vértices:

P'(L(~7-2) +2,}(13 - 1) +1) = P'(-3,7),
Q(h(-1-2)+211B-1)+1)=2(7),
R(3(~4-2)+2,11-1)+1)) = R(-11).

X

Figura 116: El tridngulo P’Q'R’ es la imagen del tridngulo PQR bajo la

homotecia de centro en A y razén %

Observe que, como la razén es positiva y de valor absoluto menor que 1 entonces la imagen es de
menor tamafo que la original y tiene la misma orientacién de ella.

Composicién de transformaciones

Se puede aplicar a un punto o una figura una transformacién y a la que resulta de ello otra transfor-
macioén y asi sucesivamente cuantas veces se requiera. Sin embargo hay que tener cuidado porque
el orden en que se apliquen las transformaciones es importante (esto significa que la composicién
de transformaciones no es conmutativa).
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Considere, por ejemplo, la siguiente imagen: Si se aplica una traslacién a la figura X, segtin el
vector v se obtiene lo siguiente:

M/ Nv\

X
W’
/
X
Figura 117: Una imagen para trabajar. /
0

A
Figura 118: X' se obtiene al aplicar a
X una traslacién de vector v.

Al aplicar a X’ una traslacién con centro en el punto A y amplitud 50° se obtiene:

Figura 119: X” se obtiene al aplicar a X" una rotacion de centro A y amplitud 50°.

Procedamos ahora a la inversa. Primero la rotacion de 50° con centro en A:

Figura 120: X’ se obtiene al aplicar a X una rotacién de centro A 'y
amplitud 50°.

Ahora apliquemos a X' la traslacion segun el vector v:
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Figura 121: X" se obtiene al aplicar a X" una traslacién de vector v.

Es evidente que la figura X" que se obtiene en el segundo procedimiento no ocupa el mismo lugar
que la X" que se obtiene con el primer procedimiento.

Ejemplos adicionales

Ejemplo 78

En la siguiente figura, se dan dos tridngulos P y Q. Determine al menos dos formas de obtener Q
a partir de P mediante transformaciones en el plano.

(@)

W~

N

!

\

Figura 122: () se obtiene de P mediante transformaciones

Solucién

En primer lugar vemos que Q y P estdn orientados de la misma manera y son congruentes; esto
significa que uno se puede obtener del otro mediante una traslacién. De la figura se observa que
tal traslacion es de vector v = (—4,4) pues se corre la figura 4 unidades hacia la izquierda y 4
unidades hacia arriba.
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(@)Y

o~

)

Figura 123: Q se obtiene de P mediante una traslacién de vector
v=(—4,4).

Otra manera, menos evidente, es reflejando primero P con respecto a la recta y = x para obtener
P’ y luego reflejar P’ con respecto a la recta y = x + 4 para obtener Q.

N

H

N

e

A\

|
N
o
N
"~
[o)}

Figura 124: Q se obtiene de P mediante una traslacién de vector
v=(—44).

De hecho, toda traslacion es equivalente a la composicién de dos reflexiones de
manera andloga a como se hizo en el ejemplo anterior.

Ejemplo 79

[Seleccionar la respuesta correcta] En la siguiente figura, el cuadrilatero P se obtiene del cuadrilate-
ro Q mediante la aplicacién de una homotecia con centro en A y razén k.
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D
Figura 125: P se obtiene de Q mediante una homotecia.

Podemos asegurar que

Ak < -1

B)-1<k<0

O0<k<1

D)1 <k

Solucién

Se observa que la imagen es de mayor tamarfio que la original por lo que |k| > 1. Por otra parte, el

centro de la homotecia esté entre ambas figuras por lo que k es negativo. Se concluye que k < —1.

Ejemplo 80

Al punto A(—1,3) se le aplica una reflexién con respecto a la recta y = x y luego al punto que se
obtiene se le aplica una reflexién con respecto a la recta y = 2. A;Qué punto se obtiene?

Solucién

Al aplicar la reflexiéon con respecto a la recta y = x lo que sucede es que se intercambian ambas
coordenadas de manera que se obtiene el punto A’(3, —1). Al aplicar la reflexién con respecto a
una recta y = k cambia la segunda coordenada del punto pues se convierte en 2k — b donde b
es la segunda coordenada del punto al que se le aplica. En este caso se aplica a A’(3,—1) por
lo que b = —1 y como se refleja segtin la recta y = 2 entonces k = 2 de modo que se obtiene
A"(3,2-2—(-1)) = A”(3,5).
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Figura 126: A’ es la reflexion de A con respectoalarectay =xy A” esla
reflexion de A’ con respecto a la recta y = 2.

Ejemplo 81

Al punto A(—1,3) se le aplica una reflexién con respecto a la recta y = 2 y luego al punto que se
obtiene se le aplica una reflexién con respecto a la recta y = x. A;Qué punto se obtiene?

Solucion

Al aplicar la reflexién con respecto a la recta y = 2 se obtiene el punto A’(—1,2-2-3) = A'(—1,1).
Al aplicar a A’(—1, 1) la reflexién con respecto a la recta y = x es obtiene A”(1, —1). Observe que
se aplicé al mismo punto del ejemplo previo las mismas dos reflexiones pero en otro orden; se
obtuvo puntos diferentes.

A
A
e 3 y=x
\
y=2
s}
\
A7
¢ 1
AN
AN
1 \ 1
-2 -1 0\\1// 3
A
—1 A ()

Figura 127: A’ es la reflexién de A con respectoalarectay =2y A” esla
reflexion de A’ con respecto a la recta y = x.

Ejemplo 82

En la siguiente figura aparece un cuadrilatero P, A;cudl o cudles de los cuadrildteros Q, R, S, T,
que se dan a continuacién, corresponden a la aplicacién a P de una sola rotacion?

Prohibida la reproduccién y la divulgacién total o parcial de los contenidos de este documento para fines comerciales 82



Indice

Figura 128: Al aplicar diversas transformaciones al cuadrildtero P se
obtienen otros cuadrilateros.

Solucién
Analicemos cada uno de los cuadrilateros:

Q: Es congruente a P y estd orientado de la misma manera por lo que corresponde a una traslacién.
En general una rotaciéon produce un cambio de orientacién a no ser que sea una rotacién de 360°,
en cuyo caso se obtiene la misma figura original; este no es el caso. Si la figura a la que se aplica
la rotacién presenta simetrfa axial puede suceder que su imagen quede orientada de la misma
manera que la original. Por ejemplo, en la siguiente figura, el triangulo rojo tiene simetria axial.
El triangulo azul se puede obtener del rojo de tres formas directas: mediante una reflexién con
respecto a la recta I, como una rotacién de centro A y amplitud 120° y mediante una traslacion.

Figura 129: Un tridngulo se puede obtener del otro mediante una
reflexién, una rotacién o una traslacién.

R: Se puede obtener de P mediante una rotacion.

S: Es de menor tamafio que P por lo que no se puede obtener mediante una rotacién.
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T: Es una reflexiéon de P. Dado que P no es simétrico, no hay manera de obtener T a partir de P
mediante una rotacion.

Solo R es una rotacién de P.

Cortesia de holohololand en FreeDigitalPhotos.net
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5. Visualizacidn espacial

Rectas y planos

Paralelismo

En el espacio, si un plano y una recta no contenida en él no se cortan, diremos que el
plano y la recta son paralelos. También se dice que cualquier recta contenida en un
plano es paralela a dicho plano. Si el plano P es paralelo a la recta £, lo denotamos
por P||¢ o por £||P.

P

Figura 130: El plano Py la recta £ son paralelos.

Perpendicularidad

En el espacio, si una recta ¢ interseca a un plano P en un punto A, se dice que la
recta es perpendicular al plano si £ es perpendicular a toda recta en P que contiene
a A. Esto se denota por ¢ L P.

Figura 131: El plano Py la recta ¢ son perpendiculares.
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Planos paralelos

Dos planos distintos son paralelos si ellos no tienen puntos en comun. Si los planos
Py Q son paralelos escribimos P||Q.

Figura 132: Los planos P y Q son paralelos.

Distancia entre planos

Dados dos planos paralelos, si trazamos un segmento de recta perpendicular a am-
bos planos y con un extremo en cada plano, entonces la distancia entre ambos
planos es igual a la longitud de ese segmento de recta.

Figura 133: La distancia entre los planos P y Q es igual a la medida de AB.

Distancia de una recta a un plano

Dados un plano y una recta paralela a él, no contenida en el plano, si trazamos un
segmentos de recta perpendicular al plano y a la recta, con un extremo en el plano
y otro en la recta, entonces la distancia entre la recta y el plano es la longitud de
ese segmento de recta.
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P

Figura 134: La distancia entre el plano Py la recta Q es igual a la medida de AB.

— Angulo formado por dos planos N

Dos planos P y Q se intersecan en una recta ¢. Al cortarse forman cuatro angulos.
Puede suceder que todos estos angulos son rectos, en cuyo caso se dice que los
planos son perpendiculares.

Lo otro que puede suceder es que dos de estos dngulos son agudos de la misma
medida y los otros dos son obtusos de la misma medida.

A e\

m

Figura 135: Py Q son perpendiculares. R y S no son perpendiculares,
forman un dngulo menor de 70° y un dngulo mayor de 110°.

/{ Poliedro )

Un poliedro es una unién de poligonos y sus interiores, no todos coplanares, que
delimitan una porcién finita del espacio. La porcién del espacio delimitada se llama
interior del poliedro. La unién del poliedro y su interior se llama poliedro sélido. ©
Las regiones poligonales que conforman el poliedro se llaman caras del poliedro;
los lados de los poligonos se llaman aristas del poliedro; los vértices de esos poligo-
nos se llaman vértices del poliedro

& J

Ejemplo 83

El poliedro que se presenta en la siguiente figura tiene seis caras que son los poligonos: ABCD,
EFGH, ABEF, CDGH, CBEH y ADGF; sus aristas son: AB, CD, GH, EF, AF, DG, BE, CH, AD,
BC, EH y FG; sus vérticesson: A, B,C, D, E, F, G, H.
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B

Figura 136: Poliedro de seis caras

/—| Prisma

Si un poliedro tiene dos caras poligonales congruentes contenidas en planos para-

lelos entonces se dice que es un prisma.
Las caras congruentes se llaman bases del prisma y las otras se llaman caras latera- O
les. Estas caras laterales son paralelogramos.

Si la base es un tridngulo, el prisma se llama prisma triangular; si la base es un
pentdgono, se llama prisma pentagonal y asi sucesivamente.

Figura 137: Primas cuadrangular y prisma triangular.

Secciones cOnicas

Las secciones cénicas son un tipo especial de seccién plana.

Seccién plana

Una seccién plana es la curva interseccion de un plano con un sélido
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Figura 138: La seccién que se obtiene al cortar el prisma con el plano es el
pentdgono ABCDE.

Las secciones cénicas se definen como cierto tipo de curvas que se obtienen al cortar un cono con
un plano.

Para definirlas, se considerara un tipo especial de cono, que para nuestros efectos llamaremos cono
doble. Consideremos una circunferencia C en el espacio y un punto V fuera de ella de modo que
si O es el centro de la circunferencia, entonces la recta OV es perpendicular al plano que contiene
la circunferencia.

r{ Cono N

Un cono doble (no delimitado)
es la superficie que se genera al
trazar todas las recta que pasan
por la circunferencia C y por el
punto V.

|
|
|
El punto V se llama vértice del : %
cono, OV se llama eje del cono, iO
cualquiera de las rectas que cons- ;
tituyen el cono se llama una ge- :
neratriz, la circunferencia C se :
llama directriz.
Figura 139: V es el vértice,
C de centro O es directriz,
V esel eje, VF es una
generatriz.
. J

Prohibida la reproduccién y la divulgacién total o parcial de los contenidos de este documento para fines comerciales 89



Indice

—{ Elipse N

Es la seccién plana que se obtiene al cortar un cono doble con un plano que no
contiene al vértice, que no es paralelo eje del cono ni paralelo a alguna generatriz.
Si Ay B son los puntos en una elipse mas alejados entre si, entonces se llaman
vértices de la elipse, también AB se llama eje mayor; ese mismo nombre recibe la
medida de dicho segmento. La mediatriz del eje mayor interseca la elipse en dos
puntos C y D; tanto CD como su medida reciben el nombre de eje menor. El punto
O interseccion de esos ejes se llama centro de la elipse.

eje menor

eje mayor

C

Figura 140: Al cortar el cono con el plano P se obtiene una curva E
denominada elipse. A la derecha se muestra una elipse E, AB es su eje
mayor, AB es su eje menor, O es su centro, A y B son sus vértices.

Cuando una elipse tiene los dos ejes de la misma medida entonces es una circunferencia. En este
caso se obtiene cuando el cono doble es cortado por un plano que no contiene al vértice y es
perpendicular al eje.

Figura 141: Al cortar el cono con un plano paralelo a la base, que no
contenga el vértice, se obtiene una circunferencia. A la derecha,
circunferencia C de centro A.
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r{ Paribola

Es la seccién plana que se obtiene al cortar un cono doble con un plano que no
contiene al vértice y es paralelo a alguna generatriz del cono.

La parébola es una curva simétrica con respecto a un eje. El punto donde se cortan
la parédbola y el eje de simetria se llama vértice.

—

Figura 142: Al cortar el cono con el plano Q se obtiene una curva P
denominada pardbola. A la derecha, B es el vértice de la pardbola P, L es
su eje de simetria.

Hipérbola

Es la seccién plana que se obtiene al cortar un cono doble con un plano que no
contiene al vértice y es paralelo al eje del cono.

La hipérbola estd compuesta por dos ramas separadas y es una curva simétrica con
respecto a un eje. Los puntos donde se cortan la hipérbola y el eje de simetria se
llaman vértices.
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Figura 143: Al cortar el cono con un plano P paralelo al eje L se obtiene
una curva llamada Hipérbola (H). A la derecha aparece una hipérbola H
con eje M y vértices Ay B.

Cilindros

r{ Cilindro circular } N

Un cilindro circular es la unién de dos circunferencias congruentes (junto con su
interior) que estdn en planos paralelos y de todos los segmentos (llamados gene-
ratriz) que tienen un extremo en cada circunferencia y que son paralelos a la recta
que une los centros de las circunferencias.

Las dos circunferencias se llaman bases del cilindro. Se llama altura del cilindro a
la distancia entre los dos planos que contienen las bases. El segmento que une los
centros de ambas bases se llama eje del cilindro. Si el eje es perpendicular a los
planos que contienen las bases, se dice que el cilindro es recto.

En adelante el término cilindro se referird a un cilindro circular recto.
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D

Figura 144: AB es el eje del cilindro, AB es la altura, AC es el radio de la
base, CD es generatriz.

r{ Area del cilindro } N

Si la altura del cilindro es / y el radio del circulo base es r entonces el drea lateral
del cilindro es
Ap = 2mrh.

Como las bases son circulos de radio 7, entonces cada uno de ellos tiene 4rea 772.

Asi, el drea sumada de sus bases es A = 27172, De todo esto, el 4rea total del cilindro
sera:

N\

Ar = 27trh + 2712

(. /

Ejemplo 84

Determinar el area lateral y el area total de un cilindro en el que el radio de la base es 4 y cuya
altura es 10.

Solucion

De acuerdo con lo anterior

Ap =2mrh =27 -4-10 = 807.
Ar = 807 + 27(4)?* = 807 + 327 = 11271 3)

— Secciones planas de un cilindro N

= Siun cilindro se corta mediante planos paralelos a las bases se obtienen como
secciones circunferencias congruentes a la base.

= Las secciones por planos no paralelos a las bases y que no intersecan las bases
son elipse.
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Figura 145: A la izquierda, el cilindro es cortado con un plano paralelo a
la base; la seccién que se obtiene es una circunferencia. A la derecha, el
cilindro es cortado con un plano no paralelo a la base, sin intersecarla; la
seccién es una elipse.

Se pueden establecer algunas relaciones métricas entre elementos del cilindro y elementos de las
curvas que se forman cuando el cilindro se corta con un plano.

Ejemplo 85

En la figura siguiente se representa un cilindro circular recto donde el radio de la base es 3 cm y
una seccion obtenida mediante un plano que forma un dngulo de 45° con el plano que contiene la
base. ;Cuadnto mide el eje mayor AB, de la elipse?

Figura 146: Un cilindro y una seccién mediante un plano que forma 45°
con el plano de la base.

Solucién

En la siguiente figura se han trazado algunos elementos que permite visualizar la solucién.
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Figura 147: Se agregaron elementos para tener un esquema que permite
resolver el ejercicio.

Si se traza un segmento BC paralelo al plano de la base, que interseca al eje del cilindro y donde C
pertenece al cilindro (vea la figura anterior), entonces BC es igual al didametro de la base, es decir
BC = 6 y formamos un tridngulo rectangulo BCA. Tenemos entonces cos 45° = % y por lo tanto

6 6
B= cos45° ~ 0,70711 8, 4852.

Conos

En adelante trataremos con otro tipo de cono el cual es una porcién particular delimitada del cono
doble.

H Cono circular recto } N

Un cono circular recto (al que llamaremos simplemente cono) es la figura formada
por la unién de una circunferencia, junto con su interior, llamada base, un punto
V (llamado vértice), que no estd en el mismo plano y todos los segmentos de recta
(llamados generatriz) que unen un punto de la circunferencia base con el punto V.
Si el segmento de recta que se traza desde el punto V hasta el centro del circulo, O
llamado eje del cono, es perpendicular al plano que contiene al circulo se dice que
el cono es recto.

La altura del cono es el segmento de recta que va del vértice al centro de la circunfe-
rencia base del cono. También se llama altura a la medida de tal segmento. Se llama
eje del cono a la recta que contiene a la altura.
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Figura 148: A es el vértice del cono, AB es la altura del cono, BC es el
radio de la base, AD es generatriz.

r{ Area del cono } N

El 4rea lateral de un cono recto es

donde C es la longitud de la circunferencia base y g es la longitud de la generatriz. (
Si el radio de la circunferencia es 7, entonces C = 27r y, por lo tanto, podemos
escribir el drea lateral como

A = mrg.

El 4rea total del cono es la suma del 4rea lateral mas el area de la base:

At = mrg + 72,
& J

Ejemplo 86

Determinar el drea lateral y el area total de un cono cuya generatriz mide 7 y el radio de su base
es 4.

Solucién
De acuerdo con las férmulas anteriores:
Ap=nrg=m-4-7=28m,
Ar = mrg + ir? = 2871 + 11(4)? = 287 + 1671 = 447,

Ejemplo 87

Determine el drea lateral de un cono de altura 6 y radio de la base 3.

Solucién

Para calcular el 4rea lateral debemos calcular primero la longitud de su generatriz s. Observe la
tigura siguiente.
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Figura 149: Se forma un tridngulo rectangulo con hipotenusa g y catetos
de medidas 6 y 3.

La generatriz es la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo cuyos catetos son el radio y la altura del
cono.

De acuerdo con lo anterior:
§=162+32=1/36+9 =45,

Por lo tanto, el 4rea lateral del cono es

AL:nrg:no3'\/4>:3\@57T.

/{ Secciones planas de un cono N

Las secciones planas de un cono circular recto se describen a continuacion:

= Una secciéon mediante un plano paralelo a la base es una circunferencia.

= Una seccién mediante un plano no paralelo a la base, que no corte la base, y
no paralelo a una generatriz es una elipse.

= Una secciéon mediante un plano paralelo a una generatriz del cono es un arco
de parabola (diremos simplemente que es una parabola).

= Una seccién mediante un plano perpendicular a la base y que no contenga al
vértice del cono es un arco de hipérbola (diremos simplemente que es una
hipérbola).
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Figura 150: A la izquierda: la interseccién de un cono con un plano
paralelo a la base es una circunferencia. A la derecha, al cortar un cono con
un plano que no corta la base, no es paralelo al eje y no es paralelo a
ninguna generatriz es una elipse.

Figura 151: A la izquierda: la interseccién de un cono con un plano
paralelo a una generatriz es una pardbola. A la derecha, al cortar un cono
con un plano paralelo al eje es una hipérbola.

Se pueden establecer algunas relaciones métricas entre elementos del cono y elementos de las
curvas que se forman cuando el cilindro se corta con un plano.

Ejemplo 88

Un cono de radio de la base igual a 5 cm y altura 10 cm se corta mediante un plano paralelo a la
base. Si la distancia entre el plano de la seccién y el plano de la base es 4 cm, determine el radio de
la seccién.

Solucién

La figura siguiente representa la situacion.

10 cm

Figura 152: La circunferencia es la seccién que se obtiene al cortar el cono
mediante un plano paralelo a la base y que estd a 4 cm de ella.
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Del centro de la circunferencia al vértice del cono la distancia es 10 — 4 = 6 cm.

Si r representa el radio de la seccion tenemos, por semejanza de tridngulos que % = Sy, de aqui,

r
r = 3.

Esferas

r{ Esfera N

Una esfera es el conjunto de puntos del
espacio que equidistan de un punto dado,
llamado centro de la esfera.

La distancia desde cada punto de la esfera
hasta su centro se llama radio de la esfera;
también se llama radio a cualquier seg-
mento de recta trazado desde algtiin pun-
to de la esfera hasta su centro. El didme-
tro de la esfera es cualquier segmento de
recta trazado desde un punto a otro de
la esfera pasando por el centro; también
se llama didmetro a la medida de tal seg-
mento.

Figura 153: Esfera de centro O
y radio OA.

(. /

/{ Area de la esfera } N

El 4rea de una esfera se calcula mediante la férmula:
A= 47rr2,

donde A es el 4rea de la esfera y r es su radio.
(S /

Ejemplo 89

Determinar el 4rea de una esfera cuyo radio es 5 cm.

Solucion

De acuerdo con la férmula anterior tenemos que

A = 47r* = 471(5)? = 1007

Interseccién de una esfera con un plano

Dadas una esfera y un plano en el espacio pueden suceder tres cosas: que la esfera
y el plano no se intersequen, que el plano sea tangente a la esfera (su interseccion es
un punto) o que el plano corte a la esfera en més de un punto, en este tltimo caso
la interseccion entre ambos es una circunferencia.

Prohibida la reproduccién y la divulgacién total o parcial de los contenidos de este documento para fines comerciales 99



Indice

Figura 154: A la izquierda, el plano P y la esfera no se intersecan. Al
centrol, el plano Q es tangente a la esfera en el punto K. A la derecha, el
plano R corta a la esfera en una circunferencia.

/{ Circunferencias maximas de una esfera } ~

Si el plano corta a la esfera en una
circunferencia, decimos que la in-

terseccion es una circunferencia )
maxima de la esfera si el plano
coiitene el geniinn cle | et Figura 155: O es el centro de la esfera
y de la circunferencia, por lo tanto
esta es una circunferencia méxima de
la esfera.
(S /

Se pueden establecer algunas relaciones métricas entre elementos de la esfera y elementos de las
circunferencias que se forman cuando la esfera se corta con un plano.

Ejemplo 90

Una esfera de 10 cm de radio es cortada por un plano Q, cuya distancia al centro de la esfera es 5
cm, ;cudl es el radio del circulo que se forma al intersecar la esfera con el plano Q?

Solucién

La figura ilustra la situacién propuesta y sugiere la forma en que se puede resolver el problema.
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A

rcam

10 ¢ 5cm

Figura 156: A la izquierda, el plano corta a la esfera en una circunferencia.
A la derecha, el esquema dela situacién por resolver.

En efecto, el radio r del circulo corresponde a un cateto de un tridngulo rectdngulo en el que el
otro cateto es la distancia entre los dos planos y la hipotenusa es el radio de la esfera. De modo

que
r=1/102 — 52 = /75 = 5/3.

Es decir, el radio del circulo es ¥ = 5v/3 cm.

Cortesia de seksuat en FreeDigitalPhotos.net
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